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Abstract
We study a continuous time version of Jarrows model for an illiquid Þnancial market
in discrete time. In this model one can trade with a bond and a stock. In standard
models for liquid Þnancial markets, the stochastic dynamic of stock prices is modelled
as a given semimartingale. In contrast, stock prices in our model depend on a
fundamental semimartingale that can be interpreted as the cumulative demand of
small investors and, in a monotone increasing way, on the strategy of an economic
agent. Because of the resulting feedback effects, it is no longer possible to use the
well known representation theorems of stochastic analysis to write random variables
as stochastic integrals with respect to discounted stock prices and to use this to Þnd
hedging strategies for derivatives.
We deÞne realisable portfolio wealth as the discounted proceeds of an idealised
liquidation strategy that is optimal in a certain sense. Using Itôs formula, we can
write the dynamics of the realisable portfolio wealth of self-Þnancing strategies as
the sum of a stochastic integral and a decreasing process. The integrator in the
stochastic integral is a local martingale under an equivalent martingale measure
that does not depend on the self-Þnancing strategy. This decomposition yields a
proof for the fact that our model is arbitrage free.
The decomposition theorem shows that the realisable portfolio wealth of continuous
strategies of bounded variation is a local martingale under an equivalent martingale
measure. Therefore, we proof an approximation result for stochastic integrals that
shows that we can restrict the search for hedging strategies to continuous strategies
of bounded variation. By combining the approximation result and the decomposition
theoremwe can calculate superreplication prices for derivatives and solve the relevant
portfolio optimisation problems.
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Zusammenfassung
Wir untersuchen eine zeitstetige Variante des zeitlich diskreten Modells von Jarrow
für einen illiquiden Finanzmarkt. In dieser kann mit einem Bond und einer Aktie
gehandelt werden. Während im Standardmodell eines liquiden Finanzmarktes die
stochastische Dynamik des Aktienpreises durch ein festes Semimartingal modelliert
wird, hängt der Aktienpreis in unserem Modell einerseits von einem fundamentalen
Semimartingal, das sich als kumulative Nachfrage vieler kleiner Investoren inter-
pretieren läßt, andererseits aber auch monoton wachsend vom Aktienbestand der
Handelsstrategie eines ökonomischen Agenten ab. Wegen des damit verbundenen
Rückkopplungseffekts ist es, im Gegensatz zu liquiden Finanzmärkten, nicht mög-
lich, die bekannten Darstellungssätze der Stochastischen Analysis zu verwenden,
um Zufallsvariablen als stochastische Integrale bezüglich des Prozesses der abdis-
kontierten Aktienpreise darzustellen und auf dieser Basis Absicherungsstrategien
für Derivate zu konstruieren.
Wir deÞnieren den realisierbaren Portfoliowert als den abdiskontierten Erlös ei-
ner idealisierten, in einem gewissen Sinne optimalen, Liquidationsstrategie. Mit
Hilfe der Itô-Formel leiten wir eine Zerlegung der Dynamik des realisierbaren Port-
foliowertes selbstÞnanzierender Strategien in ein stochastisches Integral und einen
fallenden Prozeß her. Dabei ist der Integrator des stochastischen Integrals ein von
der betrachteten Strategie unabhängiges lokales Martingal unter einem äquivalenten
Martingalmaß. Aus dieser Zerlegung ergibt sich ein Beweis für die Arbitragefreiheit
des Modells.
Der Zerlegungssatz zeigt insbesondere, daß der realisierbare Portfoliowert steti-
ger Strategien von beschränkter Variation ein lokales Martingal unter einem äqui-
valenten Martingalmaß ist. Wir beweisen deshalb einen Approximationssatz für
stochastische Integrale, der es erlaubt, sich bei der Absicherung von Derivaten auf
solche Strategien zu beschränken. Durch Kombination des Approximationssatzes
und des Zerlegungssatzes können wir Superreplikationspreise von Derivaten bestim-
men und die relevanten Portfoliooptimierungsprobleme lösen.
Sclagwörter:
Illiquidität, Großinvestor, Superreplikation, Portfoliooptimierung
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Einleitung
In der klassischen Theorie der Finanzmärkte wird vorausgesetzt, daß alle Wertpa-
piere liquide sind. Dies bedeutet, daß sie jederzeit in jeder beliebigen Menge gekauft
und verkauft werden können, ohne daß dadurch der Preis der Wertpapiere beeinßußt
wird.
Diese Annahme ist in realen Finanzmärkten bestenfalls in erster Näherung er-
füllt. Daß die ökonomischen Auswirkungen von Illiquidität enorm sein können,
haben die Finanzkrisen in Südostasien und die kurz danach folgende Krise des Hed-
gefonds LTCM eindrucksvoll aufgezeigt.
Gibt man die Annahme der Liquidität auf, so wird die Analyse von Finanzmärk-
ten erheblich komplexer. Dies hat mehrere Gründe.
Erstens kann die Illiquidität eines Wertpapiers sowohl die Zeitpunkte, an denen
mit diesem Wertpapier gehandelt werden kann, als auch die dann handelbaren Vo-
lumina einschränken. Solch eine Einschränkung erfolgt immer dann, wenn es zu
einem Zeitpunkt keinen Handelspartner gibt, der mehr als eine bestimmte Anzahl
eines Wertpapiers zu einem beliebigen Preis handeln möchte. Die Menge der mög-
lichen Handelsstrategien kann also eine sehr komplizierte Struktur haben.
Zweitens läßt sich die Annahme der Liquidität als Dimensionsreduktion interpre-
tieren. In einem liquiden Finanzmarkt ist die relevante Information eines Portfolios
im Portfoliowert zu aktuellen Marktpreisen enthalten. Anhand des Portfoliowertes
können beliebige Portfolios miteinander verglichen werden. Dies wird in den De-
Þnitionen von Arbitragemöglichkeiten und Superreplikationsstrategien in liquiden
Finanzmärkten ausgenutzt.
Dagegen ist es in illiquiden Finanzmärkten nicht von vornherein klar, wie man
beliebige Portfolios miteinander vergleichen kann. Der Portfoliowert zu aktuellen
Marktpreisen ist wenig aussagekräftig, da der aktuelle Marktpreis eines Wertpapiers
in der Regel nicht für den ganzen Portfoliobestand an diesem Wertpapier realisiert
werden kann. Insbesondere macht es keinen Sinn, die DeÞnitionen von Arbitra-
gemöglichkeiten und Superreplikationsstrategien ohne ModiÞkation aus der Theorie
der liquiden Finanzmärkte zu übernehmen. Die Wertpapierpreisprozesse und die
Handelsmöglichkeiten ab einem bestimmten Zeitpunkt hängen in einem illiquiden
Finanzmarkt im allgemeinen sogar von der gesamten Handelsstrategie bis zu diesem
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2Zeitpunkt ab. In diesem Fall ist die relevante Information einer Handelsstrategie
bis zu einem Zeitpunkt nicht in dem Portfolio der Strategie in diesem Zeitpunkt
enthalten.
Auch bei der Betrachtung von Derivaten ist die Liquiditätsannahme dimensi-
onsreduzierend. Beispielsweise unterscheidet man in realen Finanzmärkten Kauf-
und Verkaufsoptionen auf ein zugrunde liegendes Wertpapier mit Barausgleich von
solchen mit physischer Lieferung. Das zugrunde liegende Wertpapier nennt man Ba-
siswert. Wenn eine Kaufoption mit Barausgleich ausgeübt wird, zahlt der Verkäufer
der Option dem Käufer der Option die Differenz zwischen dem Marktwert des Basis-
wertes und dem vereinbarten Ausübungspreis. Bei der Ausübung einer Kaufoption
mit physischer Lieferung muß der Verkäufer der Option dem Käufer der Option den
Basiswert für den Ausübungspreis verkaufen.
In liquiden Finanzmärkten muß man für Bewertungszwecke nicht zwischen Kauf-
und Verkaufsoptionen mit Barausgleich und den entsprechenden Kontrakten mit
physischer Lieferung differenzieren, da die Portfoliowerte der Portfolios, auf die die
Optionen bestehen, gleich groß sind. Dagegen muß man in illiquiden Finanzmärkten
zwischen diesen beiden Portfolios und somit auch zwischen Optionen mit Baraus-
gleich und solchen mit physischer Lieferung unterscheiden.
Eine dritte Schwierigkeit ergibt sich daraus, daß die Auswirkungen von Handels-
strategien in illiquiden Finanzmärkten im allgemeinen nicht linear in diesen Strate-
gien sind.
Wir zeigen in dieser Arbeit, wie sich diese Komplikationen in einer zeitstetigen
Variante des Modells für illiquide Finanzmärkte nach Jarrow [25] mathematisch be-
herrschen lassen. Dazu führen wir den realisierbaren Portfoliowert ein, welcher den
Erlös einer, in einem gewissen Sinne optimalen, Liquidationsstrategie widerspiegelt.
Anhand der realisierbaren Portfoliowerte können wir beliebige Portfolios miteinan-
der vergleichen. Darauf aufbauend können wir die Begriffe der Arbitragemöglichkeit
und der Superreplikationsstrategie sinnvoll deÞnieren. Anschließend berechnen wir
die zugehörigen Superreplikationspreise und verwenden die dabei gewonnenen Er-
kenntnisse zur Lösung der relevanten Portfoliooptimierungsprobleme.
Wir beschreiben jetzt unsere Resultate im einzelnen.
In Kapitel 1 deÞnieren wir unseren zeitstetigen illiquiden Finanzmarkt auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum mit Filtrierung (Ω,F , (Ft)0≤t≤T , P ). In diesem illiquiden
Finanzmarkt mit endlichem Zeithorizont [0, T ] kann ein ökonomischer Agent mit
einem liquiden Bond und einer illiquiden Aktie handeln. Die Dynamik der Aktie
wird mit Hilfe einer Funktion beschrieben, die die differenzierbare Abhängigkeit
des abdiskontierten Aktienkurses von der Zeit, einem stetigen Semimartingal als
Zustandsprozeß und der Aktienposition des ökonomischen Agenten zusammenfaßt,
wobei die Funktion in der Aktienposition des ökonomischen Agenten monoton stei-
gend ist. Der ökonomische Agent kann also den Aktienpreis durch Kaufen bzw.
Verkaufen der Aktie positiv bzw. negativ beeinßussen. Außerdem gibt es ein äqui-
3valentes Martingalmaß für den Prozeß der abdiskontierten Aktienpreise bei konstan-
tem Aktienbestand des ökonomischen Agenten. Wir übernehmen ferner die übliche
DeÞnition der SelbstÞnanzierbarkeit von Strategien aus der Theorie der liquiden
Finanzmärkte. Dies hat zur Folge, daß wir einen Markt modellieren, der auf eine
Order des ökonomischen Agenten reagiert, bevor diese ausgeführt wird. Vergleichba-
re Modelle Þnden sich in der Literatur z.B. in Back [1], Bierbaum [7], Frey [19], Frey
und Stremme [20], Jarrow [25], Papanicolaou und Sircar [28], Platen und Schweizer
[29] und Schönbucher und Wilmott [31].
Anschließend führen wir den Begriff des zu einem illiquiden Finanzmarkt assozi-
ierten Finanzmarktes ein. Der assoziierte Finanzmarkt ist ein liquider Finanzmarkt,
in dem ebenfalls mit einer Aktie und einem Bond gehandelt werden kann. Dabei
hat der Bond die gleiche Dynamik wie der Bond des illiquiden Finanzmarktes. Der
Prozeß der Aktienkurse im assoziierten Finanzmarkt wird durch den Prozeß der
Aktienkurse bei konstant verschwindender Strategie des ökonomischen Agenten im
illiquiden Finanzmarkt deÞniert. Der assoziierte Finanzmarkt stellt somit ein na-
türliches Referenzmodell für den illiquiden Finanzmarkt dar. Wir zeigen außerdem
im weiteren Verlauf der Arbeit, daß die Eigenschaften des illiquiden Finanzmarktes
eng mit den Eigenschaften des assoziierten Finanzmarktes verknüpft sind.
In Kapitel 2 deÞnieren wir den realisierbaren Wert und den Buchwert eines Port-
folios wie in Schönbucher und Wilmott [31]. Der Buchwert eines Portfolios bezeich-
net den Wert, den man erhält, wenn man alle Positionen des Portfolios mit dem
gerade aktuellen Wertpapierpreis bewertet. Dieser aktuelle Wertpapierpreis hängt
natürlich von der Anzahl der Aktien im Portfolio ab. Im Gegensatz zum Buchwert
stellt der realisierbare Portfoliowert den Wert dar, den man mittels einer ideali-
sierten unendlich schnellen aber nicht instantanen Liquidationsstrategie erzielen
kann. Der realisierbare Portfoliowert ist der Grenzerlös einer Folge von monotonen
stetigen Strategien, die das Portfolio in einer gegen null gehenden Zeitspanne liqui-
dieren. Dies bedeutet, daß die positiven Bestände des Portfolios in der jeweiligen
Zeitspanne verkauft werden, während gleichzeitig die Positionen des Portfolios, die
Leerverkäufe repräsentieren, eingedeckt werden.
In Satz 2.5 zerlegen wir die Dynamik des realisierbaren Portfoliowertes selbstÞ-
nanzierender Strategien mit Hilfe der allgemeinen Itô-Formel in die Summe zweier
explizit gegebener Prozesse. Der eine Prozeß ist ein stetiges lokales Martingal unter
einem äquivalenten Martingalmaß, der andere ein fallender Prozeß. Für selbstÞ-
nanzierende Strategien mit nach unten beschränktem realisierbaren Portfoliowert
ist der Prozeß des realisierbaren Portfoliowertes ein Supermartingal. Solche Strate-
gien nennen wir in Analogie zur Theorie der liquiden Finanzmärkte zulässig. Für
Strategien mit verschwindender quadratischer Variation ist der fallende Prozeß in
der Zerlegung des realisierbaren Portfoliowertes konstant gleich null. Insbesondere
erweist sich die Liquidation mit monotonen stetigen Strategien, die implizit in der
DeÞnition des realisierbaren Portfoliowertes enthalten ist, als optimal. Die Berück-
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um Portfolios mit unterschiedlichen Aktienpositionen vergleichen zu können.
Unter einer Arbitragemöglichkeit im illiquiden Finanzmarkt verstehen wir ei-
ne zulässige Strategie, deren realisierbarer Portfoliowert im Zeitpunkt T mindestens
genauso groß ist wie im Zeitpunkt 0 und gleichzeitig mit einer strikt positiven Wahr-
scheinlichkeit sogar echt größer ist. Aus unserer Zerlegung der Dynamik des reali-
sierbaren Portfoliowertes erhalten wir einen transparenten Beweis einer Variante des
No-Arbitrage-Satzes in illiquiden Finanzmärkten von Jarrow [25] bzw. Bierbaum [7].
Dieser besagt, daß es in illiquiden Finanzmärkten keine Arbitragemöglichkeiten gibt.
Der ökonomischen Agent kann also seine Manipulationsmacht nicht ausnutzen, um
einen risikofreien Gewinn zu erzielen.
Die explizite Zerlegung der Dynamik des realisierbaren Portfoliowertes bildet die
Basis für die Vollständigkeits-, Superreplikations- und Nutzenmaximierungsüberle-
gungen bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes in den folgenden Kapiteln. Da
sich Buchwerte und realisierbare Portfoliowerte auf einfache Weise ineinander um-
rechnen lassen, kann man die explizite Dynamik des realisierbaren Portfoliowertes
auch für die Lösung von Problemen benutzen, die mit Hilfe von Buchwerten formu-
liert sind.
In Kapitel 3 betrachten wir eine Verallgemeinerung der illiquiden Finanzmärkte
aus Kapitel 1, in der wir auf die dort vorausgesetzte Markovstruktur und Diffe-
renzierbarkeitsstruktur verzichten. Das Konzept des realisierbaren Portfoliowertes
ist auch in diesen allgemeineren illiquiden Finanzmärkten von großer Bedeutung.
Für elementare Strategien erhalten wir wieder eine Zerlegung der Dynamik des rea-
lisierbaren Portfoliowertes in ein lokales Martingal unter einem äquivalenten Mar-
tingalmaß und in einen fallenden Prozeß. Durch einen Grenzübergang können wir
auch die Dynamik des realisierbaren Portfoliowertes beliebiger selbstÞnanzierender
Strategien beschreiben. Auch in diesem Kontext erhalten wir mit einem geeigneten
Zulässigkeitsbegriff ein No-Arbitrage-Ergebnis, welches das aus dem vorangegange-
nen Kapitel erweitert.
Die Zerlegung des realisierbaren Portfoliowertes aus Satz 2.5 zeigt, daß stetigen
Handelsstrategien von beschränkter Variation eine besondere Bedeutung in illiqui-
den Finanzmärkten zukommt. Deswegen wird in Kapitel 4 untersucht, inwieweit
man Prozesse in Integranden von stochastischen Integralen einer speziellen Form
durch stetige Prozesse von beschränkter Variation ersetzen kann, ohne daß das neue
stochastische Integral zu weit vom alten abweicht. Wir zeigen, daß wir das ur-
sprüngliche stochastische Integral durch geschickte Wahl des stetigen Prozesses von
beschränkter Variation gleichmäßig approximieren können.
Dies wird in Kapitel 5 genutzt, um zu untersuchen, welche Zufallsvariablen gleich-
mäßig durch den realisierbaren Portfoliowert in T von zulässigen Strategien appro-
ximiert werden können. Wir zeigen, daß eine derartige gleichmäßige Approximation
einer beliebigen nach unten beschränkten, bezüglich des eindeutigen äquivalenten
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assoziierte Finanzmarkt vollständig ist und eine gewisse Integralbedingung erfüllt ist.
Der für eine solche Approximation minimal notwendige realisierbare Portfoliowert
im Zeitpunkt 0 ist der Erwartungswert der abdiskontierten Zufallsvariablen unter
dem eindeutig bestimmten äquivalenten Martingalmaß. Dagegen ist es im allgemei-
nen nicht möglich, jede solche Zufallsvariable mit dem realisierbaren Portfoliowert in
T einer zulässigen Strategie, deren realisierbarer Portfoliowert im Zeitpunkt 0 durch
diesen Erwartungswert gegeben ist, zu replizieren. Insofern erweitert das Konzept
der gleichmäßigen Approximierbarkeit die Idee der Replikation in geeigneter Weise
auf illiquide Finanzmärkte.
Die Integralbedingung bedeutet, daß der Preiseinßuß der Zustandsvariablen für
extreme Aktienbestände des ökonomischen Agenten nicht zu klein ist. Diese Be-
dingung hat zur Folge, daß die Dynamik des abdiskontierten Portfoliowertes jeder
selbstÞnanzierenden Semimartingalstrategie im assoziierten Finanzmarkt mit der
Dynamik des lokalen Martingalteils der Zerlegung des realisierbaren Portfoliowertes
einer zugeordneten selbstÞnanzierenden Strategie im illiquiden Finanzmarkt über-
einstimmt. Die Integralbedingung wird für die meisten Ergebnisse der nächsten
Kapitel benötigt.
In Kapitel 6 werden die Resultate aus den vorangegangenen Kapiteln verwendet,
um eine Charakterisierung von Superreplikationspreisen von Derivaten bezüglich des
realisierbaren Portfoliowertes und bezüglich des Buchwertes zu erlangen.
Unter einem Derivat H = (HC , HS) verstehen wir einen zweidimensionalen Vek-
tor von Zufallsvariablen auf dem Produktraum (Ω× R,FT ×B(R)). Mit einem De-
rivat H = (HC ,HS) verbinden wir die ökonomische Bedeutung eines Finanzinstru-
mentes, bei dem der Käufer des Derivats vom Verkäufer des Derivats im Zeitpunkt
T eine Zahlung in Höhe von HC (ω, π1T (ω)) und gleichzeitig HS (ω, π
1
T (ω)) Aktien er-
hält, wobei π1T die Aktienposition des ökonomischen Agenten in T ist. Ein Derivat
mit HS = 0 nennen wir Derivat mit Barausgleich. Kauf- und Verkaufsoptionen auf
die illiquide Aktie mit Barausgleich bzw. mit physischer Lieferung sind Beispiele
für wichtige real existierende Finanzinstrumente, die wir als Derivate modellieren
können.
Seien nun ein Derivat H = (HC , HS) und eine zulässige Strategie des ökonomi-
schen Agenten mit Aktienbestand π1T in T gegeben. Wir betrachten das Portfolio,
welches wir erhalten, wenn wir den Bondbestand der Strategie in T um eine Anzahl
von Bonds mit Gesamtwert HC(π1T ) verringern und den Aktienbestand der Strategie
in T um HS(π1T ) reduzieren. Wenn dieses Portfolio in T einen positiven realisierba-
ren Portfoliowert hat, so nennen wir die Strategie Superreplikationsstrategie von H
bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes. Sie heißt Superreplikationsstrategie be-
züglich des Buchwertes, wenn dieses Portfolio in T einen positiven Buchwert besitzt.
Das InÞmum der realisierbaren Portfoliowerte im Zeitpunkt 0 von Superreplikati-
onsstrategien bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes bzw. des Buchwertes eines
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foliowertes bzw. des Buchwertes.
Der ökonomische Agent kann ein Derivat für einen Preis, der größer als der
Superreplikationspreis des Derivats bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes ist,
risikolos verkaufen. Eine Kombination des Verkaufs des Derivats mit einer geeigneten
Superreplikationsstrategie ergäbe dann nämlich eine Arbitragemöglichkeit für den
ökonomischen Agenten.
Zunächst bestimmen wir Superreplikationspreise von Derivaten bezüglich des
realisierbaren Portfoliowertes. Wir zeigen, daß wir uns dabei auf Derivate mit Bar-
ausgleich beschränken können, da eine Strategie genau dann eine Superreplikations-
strategie eines Derivats bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes ist, wenn sie eine
Superreplikationsstrategie eines zugeordneten Derivats mit Barausgleich bezüglich
des realisierbaren Portfoliowertes ist. Eine Untersuchung des zugeordneten Derivats
mit Barausgleich ergibt außerdem, daß die Superreplikationspreise bezüglich des rea-
lisierbaren Portfoliowertes von Kauf- und Verkaufsoptionen mit Barausgleich immer
mindestens genauso hoch sind wie die für entsprechende Optionen mit physischer
Lieferung. In einem einfachen Beispiel zeigen wir, daß sie sich unterscheiden können.
In Satz 6.8 zeigen wir, daß der Superreplikationspreis bezüglich des realisierba-
ren Portfoliowertes eines Derivats H = (HC , 0) mit Barausgleich unter schwachen
Regularitätsbedingungen an HC mit dem Superreplikationspreis von infpHC(·, p) im
assoziierten Finanzmarkt übereinstimmt. Er läßt sich also als Erwartungswert der
abdiskontierten Auszahlung von infpHC(·, p) unter dem eindeutigen äquivalenten
Martingalmaß berechnen, wenn der assoziierte Finanzmarkt vollständig ist.
Im Beweis nutzen wir aus, daß der realisierbare Portfoliowert von zulässigen
Strategien unter einem beliebigen äquivalenten Martingalmaß des assoziierten Fi-
nanzmarktes ein Supermartingal ist, um zu zeigen, daß der Superreplikationspreis
im illiquiden Finanzmarkt mindestens so groß ist wie der Superreplikationspreis
von infpHC(·, p) im assoziierten Finanzmarkt. Für die umgekehrte Ungleichung
betrachten wir eine beliebige Superreplikationsstrategie von HC(β) im assoziierten
Finanzmarkt, wobei β eine FT−-meßbare Zufallsvariable ist. Aus dieser vorgegebe-
nen Strategie konstruieren wir zu jedem ε > 0 eine Superreplikationsstrategie des
Derivats (HC(β), 0) bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes mit Aktienbestand
β in T und einem realisierbaren Portfoliowert im Zeitpunkt 0, welches das Anfangs-
kapital der vorgegebenen Strategie um genau ε übersteigt. Somit erhalten wir, daß
der Superreplikationspreis von H bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes nicht
größer als der Superreplikationspreis von HC(β) im assoziierten Finanzmarkt sein
kann. Eine Minimierung der Superreplikationspreise der HC(β) im assoziierten Fi-
nanzmarkt über alle FT−-meßbaren Zufallsvariablen β liefert dann die gewünschte
umgekehrte Ungleichung.
Anschließend betrachten wir die Superreplikation von Derivaten bezüglich des
Buchwertes. Wir zeigen, daß sich der Superreplikationspreis eines Derivats bezüg-
7lich des Buchwertes als Superreplikationspreis eines zugeordneten Derivats bezüg-
lich des realisierbaren Portfoliowertes berechnen läßt. Wenn der assoziierte Finanz-
markt vollständig ist, erhalten wir eine Charakterisierung des Superreplikations-
preises bezüglich des Buchwertes als einfach berechenbaren Erwartungswert unter
dem äquivalenten Martingalmaß. Dies ist insbesondere deswegen von Interesse, weil
Untersuchungen des Replikationspreises bezüglich des Buchwertes bisher nur eine
Charakterisierung des Replikationspreises bzw. der replizierenden Strategie mittels
nichtlinearer partieller Differentialgleichungen zuließen (vgl. Frey [19] und Schön-
bucher und Wilmott [31]). Mit Hilfe des Darstellungssatzes 2.5 zeigen wir, daß eine
Superreplikation eines Derivats in der Regel billiger als eine perfekte Replikation
ist, wenn die quadratische Variation der Replikationsstrategie nicht verschwindet.
Dies liegt daran, daß die mit der quadratischen Variation verbundenen negativen
Auswirkungen auf den realisierbaren Portfoliowert durch eine Superreplikation mit
Hilfe stetiger Strategien von beschränkter Variation vermieden werden können.
In Kapitel 7 betrachten wir zwei Portfoliooptimierungsprobleme des ökonomi-
schen Agenten. Das Ziel des ökonomischen Agenten besteht darin, seinen erwar-
teten Nutzen aus einem Konsumplan zu maximieren. Dabei wird bei dem einen
Portfoliooptimierungsproblem als Nebenbedingung gefordert, daß der realisierbare
Portfoliowert im Endzeitpunkt nicht negativ ist. Das andere Portfoliooptimierungs-
problem stellt die Nebenbedingung eines nicht negativen Buchwertes im Endzeit-
punkt. Unsere Untersuchung umfaßt sowohl zustandsabhängige als auch unstetige
Nutzenfunktionen und läßt sich insbesondere auf die Probleme des Quantil-Hedgings
und des effizienten Hedgings (vgl. Föllmer und Leukert [17] und [18]) von Derivaten
mit Barausgleich, die vom Aktienbestand des ökonomischen Agenten unabhängig
sind, anwenden.
In praktischer Hinsicht ist das Problem der Portfoliooptimierung, in dem der
Nutzen aus dem realisierbaren Portfoliowert maximiert werden soll, viel relevanter
als das analoge Problem, in dem der Nutzen aus dem Buchwert bezogen wird. Dies
liegt daran, daß der Buchwert manipuliert werden kann und sich durch eine Außö-
sung des Portfolios nicht vollständig in realen Konsum umwandeln läßt. Im Gegen-
satz dazu ist solch eine Umwandlung für den realisierbaren Portfoliowert zumindest
mit einer idealisierten Grenzstrategie risikofrei möglich. Die Lösung des Portfolio-
optimierungsproblems bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes liefert somit die
theoretische Grundlage für Fondsmanager, die in Werte des Neuen Marktes oder
ähnliche Nebenwerte mit reduzierter Liquidität investieren. Die Betrachtung des
zweiten Problems macht aus der Sicht eines ökonomischen Agenten Sinn, dessen
Bezahlung von der Buchwert-Performance seines Portfolios abhängt.
In Satz 7.9 zeigen wir, daß der optimale Nutzen aus dem realisierbaren Port-
foliowert mit dem optimalen Nutzen des analogen Portfoliooptimierungsproblems
im assoziierten Finanzmarkt mit gleichem Anfangskapital übereinstimmt, wenn die
indirekte Nutzenfunktion des Nutzenmaximierungsproblems im assoziierten Finanz-
8markt linksstetig ist. Außerdem zeigen wir, daß sich der optimale Nutzen aus dem
Buchwert unter der Zusatzannahme der Vollständigkeit des assoziierten Finanzmark-
tes als optimaler Nutzen des analogen Problems im assoziierten Finanzmarkt mit
erhöhtem, explizit gegebenem Anfangskapital berechnen läßt. Der Beweis dieses
Satzes ergibt sich aus der vorausgesetzten Monotonie der Nutzenfunktion in den
Konsumplänen und der Charakterisierung der Superreplikationspreise im illiquiden
Finanzmarkt als Superreplikationspreise im assoziierten Finanzmarkt.
Das Ergebnis eines im Vergleich zum assoziierten Finanzmarkt unveränderten
optimalen Nutzens aus realisierbarem Portfoliowert steht im Gegensatz zu der Ver-
ringerung des optimalen Nutzens beim Einführen von proportionalen Transaktions-
kosten in einen liquiden Finanzmarkt (vgl. z.B. Constantinides [8], Davis und Nor-
man [12] und Shreve und Soner [32]). Einerseits wird der Nutzen des ökonomischen
Agenten nicht dadurch verringert, daß der Markt auf eine Order des ökonomischen
Agenten reagiert, bevor diese ausgeführt wird. Der ökonomischer Agent kann die-
se negativen Einwirkungen nach unserem Darstellungssatz für den realisierbaren
Portfoliowert vermeiden, indem er stetige Handelsstrategien von beschränkter Va-
riation verwendet. Andererseits ist der ökonomische Agent nicht in der Lage, seine
Marktmacht auszunutzen. Der Darstellungssatz für den realisierbaren Portfoliowert
zeigt nämlich auch, daß wir jeder zulässigen Strategie im illiquiden Finanzmarkt ei-
ne zulässige Strategie im assoziierten Finanzmarkt, deren Anfangskapital durch den
realisierbaren Portfoliowert der ursprünglichen Strategie im Zeitpunkt 0 gegeben ist,
zuordnen können, so daß der abdiskontierte Portfoliowert der zugeordneten Strate-
gie mindestens so groß ist wie der realisierbare Portfoliowert der ursprünglichen
Strategie.
An dieser Stelle möchte ich mich bei Herrn Professor Dr. Hans Föllmer für
die effektive Betreuung und die Schaffung des notwendigen kreativen Umfelds ganz
herzlich bedanken. Seine Art Wahrscheinlichkeitstheorie und Finanzmathematik zu
lehren legte den Grundstein für meine andauernde Begeisterung für diese Gebiete.
Des weiteren möchte ich mich bei meinen Freunden und Kollegen Ulrich Baum,
Dirk Becherer, Jürgen Bierbaum, Urs Gruber, Ulrich Horst, Alexander Schied und
insbesondere Peter Bank für hilfreiche Anregungen, Kommentare und fortwährende
psychologische Unterstützung bedanken.
Kapitel 1
Modell für illiquide Finanzmärkte
Wir stellen in diesem Kapitel unsere zeitstetige Variante des Modells für einen illi-
quiden Finanzmarkt nach Jarrow [25] vor. In einem solchen illiquiden Finanzmarkt
kann ein ökonomischer Agent mit einem liquiden Bond und einer illiquiden Aktie
handeln. Dabei äußert sich die Illiquidität der Aktie darin, daß der ökonomische
Agent den Preis der Aktie durch Kaufen bzw. Verkaufen der Aktie positiv bzw. ne-
gativ beeinßußt. Anschließend führen wir den Begriff des assoziierten Finanzmarktes
ein. Es stellt sich in den folgenden Kapiteln heraus, daß dieser nicht nur ein natürli-
ches Referenzmodell für den illiquiden Finanzmarkt darstellt, sondern daß sich auch
viele Eigenschaften des assoziierten Finanzmarktes auf den illiquiden Finanzmarkt
übertragen.
Im ersten Abschnitt stellen wir die Notationen und Vereinbarungen zusammen,
die wir im weiteren Verlauf der Arbeit benutzen werden.
1.1 Notationen und Vereinbarungen
Sei (Ω,F , (Ft)0≤t≤T , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Filtrierung. Die Filtrie-
rung erfülle die üblichen Bedingungen der Vollständigkeit und Rechtsstetigkeit. Sei
F0 hierbei P -fast sicher trivial. Wenn nicht explizit etwas anderes angenommen
wird, sind alle im folgenden betrachteten Prozesse auf (Ω,F , (Ft)0≤t≤T , P ) deÞniert.
Gleichungen und Ungleichungen für Zufallsvariablen sowie Aussagen über Eigen-
schaften der Pfade eines Prozesses (z.B. wenn ein Prozeß als RCLL angenommen
wird, d.h., daß die Pfade rechtsstetig sind und daß die linksseitigen Grenzwerte der
Pfade existieren) sind immer P -fast sicher zu verstehen. In einzelnen Beispielen








N 4= {1, 2, ...} .
Unter einem lokalen Martingal (Mt)s≤t≤T verstehen wir wie Protter [30] einen adap-
tierten RCLL-Prozeß, für den es eine Folge (Tn)n∈N0 von Stoppzeiten mit 0 ≤ Tn ≤
Tn+1 für alle n ∈ N0 und P [∪n∈N0{Tn = T}] = 1 gibt, so daß
(MTn∧t1Tn>s)s≤t≤T
ein Martingal ist. Eine solche Folge von Stoppzeiten nennen wir lokalisierende Se-
quenz des lokalen Martingals (Mt)s≤t≤T . Wegen der Berücksichtigung der Indika-
torfunktionen gibt es lokale Martingale (Mt)s≤t≤T , für die Ms nicht integrierbar ist.
Nach Theorem I.46 in Protter [30] gibt es für jedes lokale Martingal (Mt)s≤t≤T eine
lokalisierende Sequenz, so daß
(MTn∧t1Tn>s)s≤t≤T
für jedes n ein gleichmäßig integrierbares Martingal ist. Wir nennen solch eine
Sequenz gleichmäßig lokalisierende Sequenz. Wenn wir von einem lokalen Martin-
gal (Mt)0≤t≤T unter einem (zu P ) äquivalenten Wahrscheinlichkeitsmaß P ∗ spre-
chen, so verstehen wir darunter, daß (Mt)0≤t≤T ein lokales Martingal bezüglich








für Semimartingale X1 und X2 und bezüglich X1 bzw. X2 integrierbare Prozesse









s für alle 0 ≤ t ≤ T .
Wenn X ein Semimartingal ist, so bezeichnen wir mit Xc den stetigen Martingalteil
des Semimartingals. Für einen linksstetigen Prozeß X bezeichnen wir mit X− den
Prozeß der pfadweisen linksseitigen Grenzwerte und mit ∆X den Prozeß X − X−
der Sprünge von X. Ist H ∈ L1(P ∗) bzw. H ∈ L1(P 0), so schreiben wir E∗[H]




[H]. Außerdem bezeichne L0(G) für eine σ-
Algebra G auf Ω die Menge aller Zufallsvariablen auf (Ω,G). Wenn Q eine Menge
von Wahrscheinlichkeitsmaßen ist, so nennen wir einen Prozeß X = (Xt)0≤t≤T Q-
Supermartingal bzw. Q-Martingal, wenn X Supermartingal bzw. Martingal unter
allen Q ∈ Q ist.
Im Text kommen parameterabhängige Semimartingale der Form (Xt(y))0≤t≤T
(y ∈ R) vor, wobei Xt(y) in y monoton steigend ist. Wir bezeichnen dann mit
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dXt(y) das stochastische Differential des Semimartingals und mit Xt(dy) das von
(t,ω) abhängige Lebesgue-Stiltjes-Differential.
Seien x, a, b ∈ R. Unter der Schreibweise x ∈ [a, b] verstehen wir a ≤ x ≤ b, wenn
a ≤ b und b ≤ x ≤ a, wenn b < a. Entsprechend ist auch die Schreibweise x ∈ (a, b)
mit a 6= b zu verstehen. Diese Konvention gilt nicht für Intervalle, die implizit in
Integralen enthalten sind, d.h. es gilt
R b
a




Wir deÞnieren nun unseren Begriff eines illiquiden Finanzmarktes. Dabei besteht
C2 ([0, T ]×R×R) aus allen Funktionen, die Einschränkungen einerC2 (R3)-Funktion
auf [0, T ]× R×R sind.
Definition 1.1 Ein illiquides Wertpapier ist eine Abbildung
Ψ : [0, T ]×Ω×R→ R
der Form
Ψ(t,ω, p) = ψ(t, Zt(ω), p),
wobei gilt:
1. Z ist ein stetiges Semimartingal.
2. ψ ∈ C2 ([0, T ]×R× R) mit
ψp(t, z, p) ≥ 0 auf [0, T ]× R×R. (1.1)
3. Es gibt ein zu P äquivalentes Maß P ∗, so daß für jedes p ∈ R gilt:
(ψ(t, Zt, p))0≤t≤T ist lokales Martingal unter P
∗. (1.2)
4. Es gilt
ψz(s, z, p) > 0 auf [0, T ]×R× R. (1.3)
Definition 1.2 Ein illiquider Finanzmarkt ist ein Tupel (B,Ψ) bestehend aus einem
illiquiden Wertpapier Ψ und einem Bondpreisprozeß B mit
Bt = e
R t
0 rsds (0 ≤ t ≤ T ), (1.4)
wobei r ein progressiv meßbarer und beschränkter Prozeß ist.
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Die Abbildung Ψ beschreibt den abdiskontierten Preis des illiquiden Wertpapiers
in unserem Finanzmarkt, der von der Zeit t, der Zustandsvariablen Zt(ω) und dem
Bestand p des ökonomischen Agenten an diesem Wertpapier abhängt. Die Dynamik
des Preises des illiquiden Wertpapiers bei konstantem Portfoliobestand p ∈ R ist
also durch den Prozeß
(Btψ(t, Zt, p))0≤t≤T
gegeben. Wir bezeichnen dieses Wertpapier der Einfachheit halber als Aktie, obwohl
es nicht notwendigerweise eine Aktie modellieren muß. Insbesondere muß der Preis
des Wertpapiers nicht positiv sein. Die Zufallsvariablen rt (0 ≤ t ≤ T ) sind die
risikofreien kurzfristigen Zinssätze, die in den inÞnitesimal kleinen Zeitintervallen
[t, t+ dt] gültig sind.
Die Eigenschaft (1.1) bedeutet, daß ein Aktienkauf durch den ökonomischen
Agenten den Preis der Aktie in die Höhe treibt und entsprechend ein Verkaufen eine
negative Einwirkung auf den Aktienpreis hat. Die Aussage (1.2) besagt, daß der
Prozeß der abdiskontierten Aktienpreise bei konstantem Aktienbestand des ökono-
mischen Agenten ein lokales P ∗-Martingal ist.
Der Zustandsprozeß Z kann z.B. als Prozeß der Fundamentalwerte der Aktie
oder als Prozeß der kumulierten Liquiditätsnachfrage anderer ökonomischer Agen-
ten interpretiert werden. Die Annahme der Stetigkeit von Z ist technischer Natur
und wird in Satz 2.5 benötigt. In Kapitel 3, in dem das Konzept der illiquiden
Wertpapiere verallgemeinert wird, untersuchen wir auch illiquide Wertpapiere mit
unstetigen Zustandsprozessen. Die Eigenschaft 4. besagt, daß der Aktienpreis streng
monoton steigend von der Zustandsvariablen abhängt. Diese Eigenschaft ist für die
folgenden No-Arbitrage-Überlegungen nicht notwendig. Sie erleichtert jedoch den
direkten Vergleich zwischen dem illiquiden Finanzmarkt und einem assoziierten li-
quiden Finanzmarkt.
Bemerkung 1.3 Ähnliche DeÞnitionen wurden in einem diskreten Finanzmarkt zu-
erst von Jarrow [25] verwendet und von Bierbaum [7] auf einen stetigen Finanzmarkt
übertragen (vgl. auch Bemerkung 3.4). Cuoco und Cvitani´c [9] und Cvitanic´ und Ma
[11] modellieren einen illiquiden Finanzmarkt, in dem die Preiseinwirkung des Wert-
papierbestands des ökonomischen Agenten nicht instantan, sondern via des Drifts
und der Volatilität in einer Stochastischen Differentialgleichung für den Wertpapier-
preisprozeß erfolgt. Bank [2] verbindet Elemente dieser Modelle mit Elementen des
Modells von Jarrow [25].
In der Literatur werden illiquide Finanzmärkte häuÞg mit Hilfe von Gleichge-
wichtsüberlegungen motiviert (vgl. Back [1], Bierbaum [7], Frey [19], Frey und
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Stremme [20], Jarrow [25],Papanicolaou und Sircar [28] und Schönbucher und Wil-
mott [31]). Dabei handelt ein Großinvestor mit einem Referenzhändler, der als Stell-
vertreter für viele Kleinanleger fungiert. Es wird angenommen, daß die Überschuß-
nachfrage des Referenzhändlers nur von der Zeit, dem Zustandsprozeß Z und dem
vorgeschlagenen Preis abhängt. Außerdem wird die ökonomisch plausible Annahme
getroffen, daß die Überschußnachfrage des Referenzhändlers fallend im vorgeschla-
genen Preis ist. Aus der Markträumungsbedingung erhält man eine Reaktionsfunk-
tion, die die Rolle der Abbildung Ψ spielt. Die Annahme ψz > 0 bedeutet in dieser
Interpretation, daß die Überschußnachfrage des Referenzhändlers in der Zustands-
variablen streng monoton steigt. Die in (1.2) geforderte Existenz eines äquivalenten
Martingalmaßes bedeutet in diesem Zusammenhang, daß es bei konstantem Aktien-
bestand des ökonomischen Agenten keinen Free-Lunch mit verschwindendem Risiko
(vgl. Delbaen und Schachermayer [13]) für die Kleinanleger gibt.
Definition 1.4 Pp ist für beliebige p ∈ R die Menge aller zu P äquivalenten Wahr-
scheinlichkeitsmaße P p, so daß (ψ(t, Zt, p))0≤t≤T ein lokales P
p-Martingal ist. Wir
setzen
P∗ 4= ∩p∈RPp. (1.5)
Der dritte Punkt aus DeÞnition 1.1 läßt sich also äquivalent als
P∗ 6= ∅
schreiben. Insbesondere gilt in einem illiquiden Finanzmarkt
P0 6= ∅.
Definition 1.5 Eine Strategie des ökonomischen Agenten ist ein zweidimensionaler
adaptierter RCLL-Prozeß π = (π0, π1), wobei π1 ein Semimartingal ist.
Eine Strategie π beschreibt die zeitliche Entwicklung der Anzahl von Bonds und
von Aktien, die der ökonomische Agent hält.
Wir benutzen in der Folge häuÞg die abkürzende Schreibweise
S1t
4
= ψ(t, Zt, π
1
t )
für den aus der Strategie π resultierenden abdiskontierten Aktienpreis im Zeitpunkt
t.
Bemerkung 1.6 Da π1 als Semimartingal angenommen wurde, folgt aus 1. und 2.
aus DeÞnition 1.1 und der Itô-Formel, daß auch S1 = (S1t )0≤t≤T ein Semimartingal
ist.
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Schließlich bezeichnet S den durch
St
4
= (S0t , S
1
t ) = (1, S
1
t ) (0 ≤ t ≤ T ) (1.6)
gegebenen zweidimensionalen Prozeß der abdiskontierten Preise des Bonds und der
Aktie.
Wir stellen nun einige Beispiele für illiquide Wertpapiere vor.




mit einer steigenden C2-Funktion φ. Der dadurch gegebene Aktienpreisprozeß erfüllt
die ersten drei Bedingungen aus DeÞnition 1.1, nicht jedoch (1.3). Da die Über-
legungen, die zu dem No-Arbitrage-Ergebnis führen, auch ohne (1.3) auskommen,
können wir dieses Beispiel in dem entsprechenden Abschnitt untersuchen.














einer Brownschen Bewegung W bezüglich der Filtrierung (Ft)0≤t≤T und einer strikt
















Insbesondere erhält man für φ ≡ 1 die klassische Modellierung eines Wertpapiers
als geometrische Brownsche Bewegung.
Beispiel 1.9 Mit Z aus (1.7) und einer steigenden C2-Funktion φ deÞniert
Ψ(t,ω, p)
4
= Zt(ω) + φ(p)
ein illiquides Wertpapier mit einer additiven Preiseinwirkung des ökonomischen
Agenten.
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Beispiel 1.10 In Back [1] ist W eine von einer Zufallsvariablen ν unabhängi-
ge Brownsche Bewegung bezüglich der natürlichen Filtrierung (FWt )0≤t≤T . W ist










= Wt für 0 < t ≤ T.
Back verwendet Abbildungen Ψ : ([0, T ]× Ω×R)→ R der Form
Ψ(t,ω, p) = H(t,Wt(ω) + p),
um den Aktienpreis beim Handeln eines Insiders mit einem Marketmaker und Liqui-
ditätshändlern zu modellieren. Dabei ist ν die Insiderinformation des Insiders, die
den Aktienpreis direkt nach T repräsentiert. Die Funktion H ist in t auf (0, T ) stetig
differenzierbar, stetig auf [0, T ] und zweimal stetig differenzierbar und strikt monoton






gesetzt. Back deÞniert einen geeigneten Gleichgewichtsbegriff und zeigt in Lemma 4,
daß (H(t,Wt))0≤t≤T im Gleichgewicht notwendigerweise ein quadratisch integrierba-
res Martingal ist. Aus der Itô-Formel folgt, daß dann auch (H(t,Wt + p))0≤t≤T für
jedes p ∈ R ein lokales Martingal ist. Unsere Bedingung (1.2) ist also mit P ∗ = P
erfüllt. In einem solchen Gleichgewicht ist Ψ also ein illiquides Wertpapier, falls
H ∈ C2 ([0, T ]× R×R). Auch wenn diese zusätzliche Regularität nicht gegeben ist,
gilt Satz 2.5 (vgl. Bemerkung 2.8). Um die Konsistenz mit unserer Annahme einer
trivialen Anfangsinformation F0 zu wahren, setzen wir bei der weiteren Betrachtung
dieses Beispiels voraus, daß ν eine Konstante ist.
Mit Hilfe der Ito-Formel kann man die kanonische Zerlegung des Prozesses der
abdiskontierten Aktienpreise bei festem Aktienbestand des ökonomischen Agenten
unter P ∗ ∈ P∗ bestimmen. Da der Prozeß der abdiskontierten Aktienpreise bei
festem Aktienbestand des ökonomischen Agenten ein lokales P∗-Martingal ist, ver-
schwindet der Term von beschränkter Variation in dieser kanonischen Zerlegung fast
sicher. In der folgenden Proposition wird gezeigt, daß die resultierende Gleichung
auch bei einer Mischung über ein Intervall von Aktienbeständen richtig bleibt. Der
zweite Teil der Proposition wird in der Herleitung der Dynamik des realisierbaren
Portfoliowertes in Satz 2.5 verwendet.
Proposition 1.11 Sei Ψ ein illiquides Wertpapier und Z =M +A die kanonische
Zerlegung des stetigen Semimartingals Z unter P ∗ ∈ P∗ in ein stetiges lokales P ∗-
Martingal M und einen stetigen Prozeß von beschränkter Variation A. Dann haben
wir:
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ψzz(s, Zs, x)dhZcis = 0
für alle (t, x) ∈ [0, T ]×R. (1.8)

























3. Für jedes Fs-meßbare βs sind








Beweis. Mit Hilfe der Itô-Formel erhalten wir aus (1.2) und der Eindeutigkeit
der kanonischen Zerlegung eines stetigen Semimartingals, daß es für jedes (t, x) eine










ψzz(s, Zs, x)dhZcis = 0 (1.11)
gilt. Wegen der Stetigkeit der linken Seite von (1.11) in (t, x) gilt (1.8) außerhalb
der P -Nullmenge
Q = ∪(t,x)∈Q2∩([0,T ]×R)Q(t, x).
























dx = 0 für alle (t, y) ∈ [0, T ]× R
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dhZcis = 0 für alle (t, y) ∈ [0, T ]×R. (1.12)
Wir deÞnieren tNn
4
















1[tNn ,tNn+1)(t) (0 ≤ t ≤ T ).







gilt, die linke Seite von (1.12) stetig in y ist und die Ableitungen von ψ auf Kompakta

































































































Daß (1.9) bzw. (1.10) lokale P ∗-Martingale sind, folgt aus (1.8) bzw. (1.12) und
der Itô-Formel.
Wir deÞnieren jetzt den Begriff einer selbstÞnanzierenden Strategie in einem il-
liquiden Finanzmarkt analog zu dem gleichnamigen Begriff in liquiden Finanzmärk-
ten. Man beachte jedoch, daß S1 hier von π abhängt.
Definition 1.12 Eine Strategie π in einem illiquiden Finanzmarkt (B,Ψ) heißt
selbstÞnanzierend, wenn
d(πtSt) = πt−dSt.
Wenn ein Semimartingal π1 vorgegeben ist, so ist der Bondanteil einer selbstÞ-
nanzierenden Strategie mit Bondanfangsbestand π00 eindeutig durch
dπ0t
4
= −S1t−dπ1t − d[π1, S1]t (1.13)
bestimmt. Der Term d[π1, S1]t zeigt wegen der π1-Abhängigkeit von S1 insbesondere,
daß der Marktpreis der Aktie auf eine Order reagiert, bevor diese ausgeführt wird.
Wenn wir von selbstÞnanzierenden Strategien π sprechen, aber nur π1 und π00
gegeben sind, so setzen wir implizit eine Ergänzung wie in (1.13) voraus.
In liquiden Finanzmärkten besagt das Numéraire-Invarianzprinzip, daß der Be-
griff der SelbstÞnanzierbarkeit unabhängig vom betrachteten Numéraire ist. Die
folgende kurze Rechnung zeigt, daß das Numéraire-Invarianzprinzip auch in einem
illiquiden Finanzmarkt gültig ist.
Proposition 1.13 Für jedes strikt positive Semimartingal D gilt, daß π genau dann
selbstÞnanzierend ist, wenn π selbstÞnanzierend bezüglich DS ist, d.h. wenn
d(DtπtSt) = πt−d(DtSt)
gilt.
Beweis. Sei π selbstÞnanzierend. Dann berechnen wir:
d(DtπtSt) = Dt−d(πtSt) + πt−St−dDt + d[D, πS]t
= Dt−πt−dSt + πt−St−dDt + πt−d[D,S]t
= πt−d(DtSt).




wenn π selbstÞnanzierend bezüglich DS ist.
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1.3 Assoziierte Finanzmärkte
Wir können einem illiquiden Finanzmarkt auf natürliche Weise einen liquiden Fi-
nanzmarkt zuordnen. Es zeigt sich, daß die Eigenschaften dieses assoziierten Finanz-
marktes eng mit den Eigenschaften des illiquiden Finanzmarktes verknüpft sind. Au-
ßerdem bietet dieser assoziierte Finanzmarkt einen natürlichen Vergleichspunkt, um
die Unterschiede zwischen liquiden und illiquiden Finanzmärkten zu verdeutlichen.
Definition 1.14 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt. Dann ist der assoziierte
Finanzmarkt gegeben durch (B, eS) miteSt 4= ψ(t, Zt, 0) (0 ≤ t ≤ T ).
Im assoziierten Finanzmarkt kann also wie im illiquiden Finanzmarkt ein Bond
und eine Aktie gehandelt werden. Dabei ist der Preisprozeß des Bonds identisch mit
dem des illiquiden Finanzmarktes. Der Prozeß der abdiskontierten Aktienpreise eS
hängt jedoch nicht vom Bestand des ökonomischen Agenten an Aktien ab.
Die Auszeichnung der verschwindenden Aktienposition des ökonomischen Agen-
ten in DeÞnition 1.14 ist willkürlich. Analoge Versionen der Resultate der folgenden
Kapitel würden wir auch mit der DeÞnitioneSt 4= ψ(t, Zt, p) (0 ≤ t ≤ T )
für ein beliebiges p ∈ R erhalten.
Sei Z = M + A die kanonische Zerlegung von Z unter P 0 ∈ P0 in ein lokales
P 0-Martingal M und einen Prozeß A von beschränkter Variation. Dann gilt
deSt = ψz(t, Zt, 0)dMt. (1.14)
Diese Darstellung von eS als stochastisches Integral werden wir im Beweis von Satz
2.5 benutzen.
Wir deÞnieren jetzt die Begriffe der Strategie und der SelbstÞnanzierbarkeit und
Zulässigkeit einer Strategie im assoziierten Finanzmarkt.
Definition 1.15 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt und eS = fM + eA die kano-
nische Zerlegung von eS unter P in ein lokales P -Martingal fM und einen Prozeß eA
von beschränkter Variation. Dann heißt ein progressiv meßbarer Prozeß ξ = (ξ0, ξ1)
eine Strategie im assoziierten Finanzmarkt, wenn gilt:Z T
0
|ξis|ds < ∞, i = 0, 1, (1.15)Z T
0





dheSis < ∞. (1.17)
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Eine Strategie ξ im assoziierten Finanzmarkt heißt selbstÞnanzierend, wenn
d(ξ0 + ξ1 eS)t = ξ1t−deSt.
Eine Strategie ξ im assoziierten Finanzmarkt heißt zulässig, falls sie selbstÞnanzie-
rend ist und es ein c∈ R gibt, so daßZ t
0
ξ1sd
eSs ≥ c für alle t ∈ [0, T ].
Bemerkung 1.16 Die Gleichungen (1.15) bis (1.17) haben zur Folge, daß die In-
tegrale Z T
0












unter allen P 0 ∈ P0 ein nach unten beschränktes lokales Martingal
und somit ein Supermartingal ist.
Wir deÞnieren jetzt die Begriffe der Vollständigkeit und des Superreplikations-
preises in gewohnter Weise.
Definition 1.17 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt. Der assoziierte Finanz-
markt heißt vollständig, wenn es für jedes nach unten beschränkte H = BTH∗ ∈








Die Vollständigkeit des assoziierten Finanzmarktes hat die Eindeutigkeit des
Martingalmaßes aus P0 zur Folge, so daß wegen (1.5)
P∗ = P0 und |P∗| = 1
gilt.













der Superreplikationspreis von H im assoziierten Finanzmarkt. Wir nennen eine
Strategie ξ wie in (1.18) Superreplikationsstrategie von H im assoziierten Finanz-
markt.
Für nach unten beschränkte H gilt die bekannte Charakterisierung des Super-
replikationspreises als Supremum der Erwartungswerte der abdiskontierten Auszah-
lung unter den äquivalenten Martingalmaßen
Y a(H) = sup
P0∈P0
E0[H∗]
(vgl. El Karoui und Quenez [15], Föllmer und Kabanov [16] und Kramkov [26]).
Beispiel 1.19 In Beispiel 1.8 gilt
eS = Zφ(0).
Insbesondere ist der assoziierte Finanzmarkt eines Black-Scholes-Finanzmarktes (d.h.
φ ≡ 1) ein Black-Scholes-Finanzmarkt. In Beispiel 1.9 haben wir
eS = Z + φ(0).
Wenn die Filtrierung die Augmentierung der natürlichen Filtrierung der Brown-
schen Bewegung ist, so ist der assoziierte Finanzmarkt aus 1.9 immer vollständig,




Wir stellen den Begriff des realisierbaren Portfoliowertes vor und grenzen ihn vom
Buchwert des Portfolios ab. Für illiquide Finanzmärkte können wir mit Hilfe der
Itô-Formel die Dynamik des realisierbaren Portfoliowertes explizit bestimmen. Diese
legt in natürlicher Weise einen Zulässigkeitsbegriff nahe, aus dem wir insbesondere
ein No-Arbitrage-Ergebnis ableiten können. Die explizite Dynamik des realisier-
baren Portfoliowertes bildet die Grundlage für die Resultate über Vollständigkeit,
Superreplikation und Portfoliooptimierung in illiquiden Finanzmärkten, die wir in
den nächsten Kapiteln erhalten werden.
2.1 Buchwert und realisierbarer Portfoliowert
Da der ökonomische Agent den Aktienkurs beeinßussen kann, ist der Wert seines
Portfolios zu aktuellen Marktpreisen unterschiedlich von dem Wert, den er bei einer
Liquidation erzielen kann.
Der Buchwert eines Portfolios beschreibt den Wert des Portfolios zu aktuellen
Marktpreisen. Dagegen stellt der realisierbare Portfoliowert den Erlös einer Liqui-
dationsstrategie dar, die das Portfolio gewissermaßen unendlich schnell aber nicht
instantan außöst. Dies ist wie folgt zu verstehen: Angenommen, der ökonomische
Agent hat eine Aktienposition von π1t in t < T (o.B.d.A. t < T − 1). Wir wählen
eine Folge von adaptierten, auf [t, t+ 1
n









= 0. Die zu diesen Prozessen zugehörigen selbstÞnan-
zierenden Strategien erzielen aus der Liquidation der Aktien einen abdiskontierten
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den wir mit Hilfe der Substitution x = λns inZ π1t
0
ψ(s(x), Zs(x), x)dx
umformen können. Für n→∞ konvergiert dieser Term P -fast sicher gegenZ π1t
0
ψ(t, Zt, x)dx.
Dies motiviert folgende DeÞnition:
Definition 2.1 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt. Der Buchwert V π eines
Portfolios π ist gegeben durch
V πt
4






t ) (0 ≤ t ≤ T ).






ψ(t, Zt, x)dx (0 ≤ t ≤ T ).
Wir bemerken zuerst, daß der realisierbare Portfoliowert eines Portfolios in li-
quiden Finanzmärkten immer mit dem Buchwert des Portfolios übereinstimmt.
Die im Begriff des realisierbaren Portfoliowertes implizit enthaltene Außösung
mittels einer unendlich schnellen aber nicht instantanen Liquidationsstrategie lie-
fert eine Normierung, die den Portfoliowert zweier Portfolios mit zwei verschiedenen
Aktienbeständen miteinander vergleichbar macht. Satz 2.5 zeigt außerdem, daß die-
se Normierung zu einer Dynamik führt, die sich in ein explizit gegebenes lokales
P0-Martingal und einen ebenfalls explizit gegebenen fallenden Prozeß zerlegen läßt.
Dagegen ist es unklar, welche praktisch relevanten Aussagen ein Vergleich der Buch-
werte zweier Portfolios liefert. In der Literatur wurde die Dynamik des Buchwertes
untersucht, um Aussagen über die Rückwirkung von simultan von mehreren Markt-
teilnehmern ausgeführten dynamischen Hedgingaktivitäten zu erhalten (vgl. Frey
und Stremme [20] und Platen und Schweizer [29]).
Bemerkung 2.2 Man beachte, daß sowohl V π als auch Rπ mit Hilfe von diskon-
tierten Wertpapierpreisen deÞniert wurden. Wegen Proposition 1.13 ist eine selbstÞ-
nanzierende Strategie π bezüglich S auch selbstÞnanzierend bezüglich BS.Wir haben
24
πBS = BV π und Btπ0t+
R π1t
0
Btψ(t, Zt, x)dx = BtR
π
t . Deswegen sind die DeÞnitionen
von Superreplikationspreisen bezüglich des Buchwertes und des realisierbaren Port-
foliowertes, die wir in den nächsten Abschnitten mit Hilfe von diskontierten Größen
geben, äquivalent zu solchen mit nichtdiskontierten Größen.
Bemerkung 2.3 Bierbaum [7] deÞniert den realisierbaren Wert analog zu Jarrow
[25] mittels
eRπt 4= π0t− + π1t−ψ(t, Zt, 0).
Der Unterschied zwischen den beiden DeÞnitionen besteht hauptsächlich darin, daß
unsere den Wert einer unendlich schnellen aber nicht instantanen Liquidationsstra-
tegie beschreibt, während Bierbaums DeÞnition den Wert bei instantaner Liquidation
widerspiegelt. Es zeigt sich unten, daß eine sofortige Außösung des Portfolios im
allgemeinen nicht optimal für den ökonomischen Agenten ist. Außerdem nimmt
Bierbaums DeÞnition implizit an, daß das Portfolio wirklich aufgelöst wird, wes-
wegen der realisierbare Wert in t mit Hilfe des Portfoliobestandes in t− deÞniert
wird.
Bemerkung 2.4 Unsere DeÞnition 2.1 taucht explizit in Schönbucher und Wilmott
[31] auf. Auch bei Back [1] ist ein mit dem realisierbaren Portfoliowert vergleichbares
Konstrukt in Lemma 1 zu Þnden. Die von uns beschriebene unendlich schnelle aber
nicht instantane Grenzstrategie erläutert er folgendermaßen:In this lemma, we try
to calculate the value of waiting until the ,last instant and then trading. The proÞt
from this limit strategy is calculated by moving up or down the residual supply curve
at time 1 to the point p = ν.
Buchwerte und realisierbare Portfoliowerte können mittels













xψ(t, Zt, dx) (2.1)
ineinander umgerechnet werden. Aussagen über den Buchwert können also in Aus-
sagen über den realisierbaren Portfoliowert umgewandelt werden und umgekehrt.
Auf {π1t = 0} stimmen V πt und Rπt überein.
Aus dem Mittelwertsatz und der Monotonie von ψ in p folgt, daß es eine Abbil-
dung β : Ω→ R mit β ∈ [0, π1t ] gibt, so daß




t )− ψ(t, Zt, 0)
¢ ≥ 0 auf ©π1t 6= 0ª . (2.2)
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Der Buchwert ist also immer mindestens genauso groß wie der realisierbare Portfo-
liowert. In einem strikt illiquiden Finanzmarkt, d.h. einem illiquiden Finanzmarkt
mit
ψp(t, z, p) > 0 auf [0, T ]× R× R (2.3)
Þnden wir sogar ein β mit β ∈ (0, π1t ) auf {π1t 6= 0}, so daß (2.2) mit strikter Un-
gleichung erfüllt ist.
2.2 Zerlegung der Dynamik des realisierbaren Port-
foliowertes
Für illiquide Finanzmärkte bestimmen wir nun die Dynamik des realisierbaren Port-
foliowertes mit Hilfe der allgemeinen Itô-Formel. Wir erhalten eine Zerlegung in ein
stetiges lokales P0-Martingal und einen fallenden Prozeß. Diese explizite Zerlegung
der Dynamik des realisierbaren Portfoliowertes ist ein zentrales Ergebnis, da sie,
insbesondere in Zusammenhang mit (2.1), die Praktikabilität des Konzeptes des
realisierbaren Portfoliowertes offenlegt. Die Zerlegung zeigt, daß stetigen Strategien
von beschränkter Variation eine besondere Bedeutung zukommt, da der realisierbare
Portfoliowert für solche Strategien ein stetiges lokales P0-Martingal ist. Die expli-
zite Darstellung dieses lokalen P0-Martingals als stochastisches Integral bezüglich
des abdiskontierten Aktienpreises im assoziierten Finanzmarkt ermöglicht in den
folgenden Abschnitten die Berechnung von Superreplikationspreisen und optimalen
Portfoliostrategien.
Im folgenden Satz ist eS der Prozeß der abdiskontierten Aktienpreise im assozi-
ierten Finanzmarkt nach DeÞnition 1.14.
Satz 2.5 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt. Für eine selbstÞnanzierende Stra-









































Hierbei ist der Prozeß L = (Lt)0≤t≤T pfadweise monoton wachsend.
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Wir formen nun den dritten Term mit der allgemeinen Itô-Formel um, wobei wir
zusätzlich den Satz von Lebesgue anwenden. Dabei erhalten wir eine integrierbare
Majorante, da alle auftauchenden Ableitungen stetig sind und wir ω-weise über ein








































ψ(s, Zs, x)dx− ψ(s, Zs, π1s−)∆π1s
!
. (2.6)
Nun formen wir noch den zweiten Term von (2.5) mit Hilfe von Theorem 4.52 in
Jacod und Sirjaev [24] und der allgemeinen Itô-Formel um:
−d £π1, S1¤
s
= −∆π1s∆ψ(s, Zs,π1s)− dhπ1c, S1cis
= −∆π1s∆ψ(s, Zs,π1s)− ψz(s, Zs,π1s)dhZc,π1cis − ψp(s, Zs, π1s)dhπ1cis. (2.7)
Sei Z = M + A die kanonische Zerlegung des stetigen Semimartingals Z unter
P ∗ ∈ P∗ in ein stetiges lokales P ∗-Martingal M und einen stetigen Prozeß von



























dMs − dLπs (2.8)
und somit unter Beachtung von (1.14) die Behauptung (2.4).
Aufgrund des Mittelwertsatzes gibt es eine Abbildung β : Ω → R mit β ∈
[π1s−, π
1





















s)− ψ(s, Zs, β)
¤
∆π1s ≥ 0. (2.9)







s)dhπ1cis ≥ 0. (2.10)
Aus (2.9) und (2.10) folgt die Monotonie von L.
Die Zufallsvariable Ξπt läßt sich als in Aktieneinheiten des assoziierten Finanz-
marktes gemessene effektive Aktienposition des ökonomischen Agenten im Zeitpunkt
t interpretieren. Insbesondere gilt in einem illiquiden Finanzmarkt mit
ψ(s, Zs, p) = Zs für 0 ≤ s ≤ T,
daß die effektive Aktienposition Ξπt einer Strategie π gleich π
1
t ist.
Die Zufallsvariable Lπt stellt den Verlust des ökonomischen Agenten aufgrund von
unstetigem oder nicht variationsbeschränktem Handeln dar. Anschaulich entsteht







ist wegen Satz 4.40 in Jacod und Sirjaev [24] ein
stetiges lokales P0-Martingal. Insbesondere ist der realisierbare Portfoliowert ein
28
stetiges lokales Martingal, wenn die Handelsstrategie stetig und von beschränkter
Variation ist. Dies ist eine nachträgliche Rechtfertigung für die Wahl von stetigen
monotonen Prozessen (λn)n∈N für die unendlich schnelle aber nicht instantane Li-
quidation, die die DeÞnition des realisierbaren Portfoliowertes motivierte (vgl. auch
die folgende Bemerkung).
Man beachte, daß ein illiquides Wertpapier Ψ mehrere Darstellungen
Ψ(t,ω, p) = ψ(t, Zt(ω), p)
wie in DeÞnition 1.1 haben kann. Da ein stetiges lokales Martingal von beschränkter
Variation konstant ist, ist die Zerlegung des realisierbaren Portfoliowertes aus (2.4)
in ein stetiges lokales Martingal und einen fallenden Prozeß unabhängig von der
speziellen Darstellung.
Bemerkung 2.6 Sei t < T (o.B.d.A. t < T − 1) und (λ1n)n∈N eine Folge von





für s ≥ t+ 1
n
. Die zu diesen Prozessen zugehörigen selbstÞnanzierenden Strategien
(λn)n∈N mit λ
0n















































eSu = 0 gleichmäßig stochastisch auf [t, T ].











ψ(t, Zt, x)dx > ε
#
= 0.
Wenn die λ1n für alle n ∈ N stetig sind, gilt Gleichheit in (2.11) und deswegen für














In diesem Sinne ist eine unendlich schnelle Außösung mit Hilfe von stetigen Liqui-
dationsstrategien optimal in der Klasse aller unendlich schnellen Liquidationsstra-
tegien.
Bemerkung 2.7 Ein analoger Beweis läßt sich führen, wenn das illiquide Wert-
papier von einem d-dimensionalen stetigen Semimartingal Z = (Z1, ..., Zd) abhängt
und eine zu DeÞnition 1.1 analoge Differenzierbarkeit vorhanden ist. Man erhält








wobei M i der lokale Martingalteil in der kanonischen Zerlegung von Zi unter P ∗ ∈
P∗ ist.
Bemerkung 2.8 Theorem 9.36 in He, Wang und Yan [21] besagt, daß die allge-
meine Itô-Formel auch unter der etwas schwächeren Regularitätsannahme
ψ ∈ C0 ¡[0, T ]×R2¢ ∩ C1,2 ¡(0, T )× R2¢
aus dem von Back [1] motivierten Beispiel 1.10 anwendbar ist, so daß Satz 2.5 auch
in diesem Fall gilt.
Beispiel 2.9 Da (2.8) ohne Benutzung von (1.3) hergeleitet wurde, gilt in Beispiel














Der realisierbare Portfoliowert ist pfadweise monoton fallend. Stetige Strategien
von beschränkter Variation haben konstanten realisierbaren Portfoliowert. Wenn
wir annehmen, daß π1 eine Bronwnsche Brücke von 0 nach 0 zwischen 0 und T mit







Wenn wir σ als Variable auffassen, sehen wir, daß es zu jedem H0, H ∈ R mit H0 >
H eine selbstÞnanzierende Strategie π mit nach unten beschränktem realisierbaren
Portfoliowert gibt, so daß π00 = H0, π
1




Bemerkung 2.10 Unabhängig von der Bedeutung im Kontext von illiquiden Fi-
nanzmärkten kann (2.12) benutzt werden, um Identitäten für stochastische Integrale
herzuleiten. Sei dazu z.B. π1 eine Brownsche Brücke von 0 nach 0 zwischen 0 und
T und π die zugehörige selbstÞnanzierende Strategie mit π00 = 0. Da im Zeitpunkt
T Buchwert und realer Wert übereinstimmen, ergeben sich aus (2.12) für φ(x) = x


















Die erste Identität ist alternativ leicht mit partieller Integration herleitbar.




































2.3 Zulässigkeit und No-Arbitrage
Aufbauend auf Satz 2.5 deÞnieren wir nun die Begriffe zulässige Strategie und
Arbitragemöglichkeit in unseremKontext. Wie üblich sollen durch die Beschränkung
auf zulässige Strategien Verdopplungsstrategien (vgl. z.B. S. 104 in Duffie [14])
ausgeschlossen werden.
Definition 2.12 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt. Eine Strategie π heißt zu-
lässig, wenn sie selbstÞnanzierend ist und es ein c∈ R gibt, so daßZ t
0
Ξπsd
eSs ≥ c für alle t ∈ [0, T ]. (2.14)
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ein nach unten beschränktes lokales Martingal und somit ein P0-Supermartingal.






für ein P 0 ∈ P0 gilt, so ist (2.15) ein quadratisch integrierbares P 0-Martingal.
Wegen Satz 2.5 folgt, daß eine selbstÞnanzierende Strategie π zulässig ist, wenn
es ein c∈ R gibt, so daß
Rπt ≥ c für alle t ∈ [0, T ].
Für solche Strategien ist (Rπt )0≤t≤T als Differenz eines P0-Supermartingals und des
P0-integrierbaren monoton steigenden Prozesses (Lπt )0≤t≤T ein P0-Supermartingal.
In einem illiquiden Finanzmarkt mit
ψ(s, Zs, p) = Zs für 0 ≤ s ≤ T
lautet die linke Seite von (2.14)Z t
0
Ξπsd
eSs = Z t
0
π1sdZs.
Die DeÞnition ist also konsistent mit unserem Zulässigkeitsbegriff im assoziierten
Finanzmarkt.
Bemerkung 2.13 In Back [1] (siehe Beispiel 1.10) ist eine Strategie des ökono-















ein quadratisch integrierbares Martingal ist, zeigt die Rechnung
Ξπsd












daß eine Strategie des ökonomischen Agenten genau dann zulässig im Sinne von





ein quadratisch integrierbares Martingal ist. Auch bei diesem Zulässigkeitsbegriff
bleibt Korollar 2.16 richtig.
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Wenn man das Konzept des realisierbaren Portfoliowertes als natürlich akzep-
tiert, so ist die folgende DeÞnition für Arbitragemöglichkeiten naheliegend. Eine
Arbitragemöglichkeit liegt dann vor, wenn der realisierbare Portfoliowert mit Hilfe
einer zulässigen Strategie risikolos mit positiver Wahrscheinlichkeit gesteigert wer-
den kann. Die DeÞnition zeichnet keine Aktienposition des ökonomischen Agenten
besonders aus, was wegen der im allgemeinen vorhandenen Nichtlinearität des Ak-
tienpreises in der Aktienposition des ökonomischen Agenten auch sinnvoll erscheint.
Definition 2.14 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt. Eine zulässige Strategie π
heißt Arbitragemöglichkeit für den ökonomischen Agenten, wenn
RπT ≥ Rπ0 und
P [RπT > R
π
0 ] > 0.






π0T ≥ 0 und
P [π0T > 0] > 0.
Diese DeÞnition zeichnet die Aktienposition der Höhe null als Grundportfolio aus.
Insbesondere setzt sie voraus, daß die Aktienposition in T glattgestellt wurde. Bei
unserer DeÞnition ist solch eine Glattstellung im allgemeinen nur im Grenzübergang
zu einer unendlich schnellen aber nicht instantanen Außösung des Portfolios direkt
nach T möglich. Da der realisierbare Portfoliowert mit dem Bondbestand überein-
stimmt, wenn keine Aktienposition vorhanden ist, ist eine Arbitragemöglichkeit im
Sinne von Jarrow bzw. Bierbaum insbesondere eine Arbitragemöglichkeit im Sinne
von DeÞnition 2.14.
Folgendes Korollar wurde in einem diskreten Finanzmarkt für den eben beschrie-
benen, etwas stärkeren Arbitragebegriff zuerst von Jarrow [25] bewiesen. Jarrow
führt in seinem Beweis eine Induktion über die endliche Anzahl der Handlungs-
zeitpunkte durch. Deswegen können die Methoden von Jarrow nicht ohne Appro-
ximationsargument auf einen stetigen Finanzmarkt übertragen werden. Unser Be-
weis kommt ohne Approximationsargument, also nur mit Mitteln der Stochastischen
Analysis aus, wobei die Hauptarbeit schon in Satz 2.5 geleistet wurde.
Korollar 2.16 In einem illiquiden Finanzmarkt (B,Ψ) gibt es keine Arbitragemög-
lichkeiten für den ökonomischen Agenten.
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ein Supermartingal unter einem P 0 ∈ P0. Da LπT ≥ 0 folgt aus (2.4), daß
E0[RπT −Rπ0 ] ≤ 0. (2.16)
Da für jede Arbitragemöglichkeit
E0[RπT −Rπ0 ] > 0
gelten würde, folgt die Behauptung.
In einem strikt illiquiden Finanzmarkt (d.h. (2.3) gilt) Þnden wir eine Abbildung
β : Ω→ R mit β ∈ ¡π1s−, π1s¢ auf {∆π1s(ω) 6= 0}, so daß (2.9) auf {∆π1s(ω) 6= 0} mit
strikter Ungleichung erfüllt ist. Satz 2.5 zeigt dann in Verbindung mit (2.10), daß für
eine zulässige Strategie π und P 0 ∈ P0 die Ungleichung E0[RπT ] < Rπ0 gilt, wenn der




















Wir verallgemeinern in diesem Kapitel die Ergebnisse aus Kapitel 2. Dazu deÞnie-
ren wir allgemeine illiquide Finanzmärkte, bei denen auf die Markovstruktur und
die Differenzierbarkeitsstruktur der illiquiden Wertpapiere im Sinne von DeÞnition
1.1 verzichtet wird. Auch in diesen allgemeinen illiquiden Finanzmärkten erweist
sich das Konzept des realisierbaren Portfoliowertes als nützlich. Für elementare
Strategien erhalten wir in einem solchen allgemeinen illiquiden Finanzmärkten ei-
ne Zerlegung des realisierbaren Portfoliowertes in einen lokalen Martingalanteil und
einen fallenden Anteil. Durch ein Approximationsargument resultiert daraus mit
einem geeigneten Zulässigkeitsbegriff ein allgemeines No-Arbitrage-Ergebnis, wel-
ches Korollar 2.16 erweitert. Außerdem erhalten wir eine zusätzliche Interpreta-
tionsmöglichkeit der Komponenten der Zerlegung der Dynamik des realisierbaren
Portfoliowertes aus Satz 2.5.
3.1 Allgemeine illiquide Finanzmärkte
Folgende DeÞnition verallgemeinert die DeÞnition 1.1 des illiquiden Wertpapiers.
Wir verzichten dabei auf die Regularität, die in der Annahme der Existenz einer C2-
Funktion ψ und eines Zustandsprozesses Z mit Ψ(t,ω, p) = ψ(t, Zt(ω), p) implizit
enthalten ist.
Definition 3.1 Ein allgemeines illiquides Wertpapier ist eine Abbildung
Ψ : [0, T ]×Ω× R→ R,
wobei gilt:
1. Ψ ist im dritten Argument stetig und monoton steigend.
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2. Es gibt ein zu P äquivalentes Maß P ∗, so daß für jedes p ∈ R gilt:
(Ψ(t, ·, p))0≤t≤T ist lokales Martingal unter P ∗. (3.1)
3. Es gilt P -fast sicher, daß die Abbildungen [0, T ]→ R: t→ Ψ(t,ω, p) simultan
für alle p ∈ R RCLL sind.
4. Es gilt P -fast sicher, daß die Abbildungen [0, T ] × R→ R: (t, p) → Ψ(t,ω, p)
auf Kompakta beschränkt sind.
Definition 3.2 Ein allgemeiner illiquider Finanzmarkt ist ein Tupel (B,Ψ) mit
dem Bondpreisprozeß B aus (1.4) und einem allgemeinen illiquiden Wertpapier Ψ.
Die Eigenschaften 1. und 2. entsprechen offensichtlich 2. und 3. aus DeÞnition
1.1. Sie können also wie in den Anmerkungen nach DeÞnition 1.1 interpretiert







für RCLL-Prozesse π1 wieder ein RCLL-Prozeß ist.
Sie ist z.B. erfüllt, wenn Ψ(t,ω, p) = ψ(t, Zt(ω), p) mit einer stetigen Funktion ψ
und einem Semimartingal Z.
Die Abbildung Ψ ist wieder als von (t,ω, p) abhängiger abdiskontierter Aktien-
preis zu interpretieren. DeÞnition 1.4 von Pp und P∗ gelte hier analog.
Bemerkung 3.3 Man beachte, daß aus 1. und 2. bereits folgt, daß die Abbildungen
aus 3. P -fast sicher simultan für alle p ∈ R rechtsstetig sind, so daß sich die ei-
gentliche Forderung von 3. auf die simultane Existenz der linksseitigen Grenzwerte
bezieht.
Bemerkung 3.4 Unsere DeÞnition des allgemeinen illiquiden Wertpapiers ist all-
gemeiner als die entsprechende DeÞnition von Bierbaum [7]. Bierbaum betrachtet
allgemeine illiquide Wertpapiere der Form Ψ(t, eZt,π) mit einer stetigen Funktion Ψ
und einem Semimartingal eZ. Anstelle von (3.1) fordert er, daß ³Ψ(t, eZt, πs)´
s≤t≤T
für jedes Fs-meßbare πs ein P ∗-Martingal ist.
Für eine beliebige Zufallsvariable X schreiben wir im folgenden häuÞg
Ψ(t,X) für die Zufallsvariable ω → Ψ(t,ω, X(ω)).
Wir deÞnieren jetzt den Begriff einer allgemeinen Strategie in einem allgemeinen
illiquiden Finanzmarkt. Eine allgemeine Strategie beschreibt die Dynamik des Be-
stands des ökonomischen Agenten an Bonds und Aktien. Da wir in der kanoni-
schen DeÞnition der SelbstÞnanzierbarkeit einer Strategie stochastisch bezüglich
(Ψ(t, π1t ))0≤t≤T integrieren, fordern wir, daß dieser Prozeß ein Semimartingal ist.
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Definition 3.5 Sei (B,Ψ) ein allgemeiner illiquider Finanzmarkt. Eine allgemeine
Strategie eines ökonomischen Agenten für ein allgemeines illiquides Wertpaier Ψ ist





Bemerkung 3.6 Diese DeÞnition ist schwächer als die entsprechende DeÞnition
1.5 in illiquiden Finanzmärkten. Wenn wir ein illiquides Wertpapier im Sinne von
DeÞnition 1.1 als allgemeines illiquides Wertpapier auffassen, so ist (Ψ(t, π1t ))0≤t≤T
für jedes Semimartingal π1 ein Semimartingal. Andererseits können wir in einem
allgemeinen illiquiden Finanzmarkt nicht mehr davon ausgehen, daß jede allgemeine
Strategie ein Semimartingal ist.











πis−deSs für jedes Semimartingal eS, t ≥ 0 und i ∈ {0, 1}






³eStNn+1∧t − eStNn ∧t´ = Z t
0
πis−deSs gleichmäßig P -stochastisch auf [0, T ].
(3.2)
Beispiel 3.7 Offensichtlich sind alle illiquiden Wertpapiere allgemeine illiquide Wert-
papiere. Ein einfaches Beispiel für ein allgemeines illiquides Wertpapier, welches
kein illiquides Wertpapier ist, wird durch
Ψ(t,ω, p)
4
= Nt(ω)− λt+ p
gegeben, wobei (Nt)0≤t≤T ein Poissonprozeß mit Intensität λ ist.
Folgende Proposition zeigt analog zu 3. aus Proposition 1.11, daß der Prozeß
der optimalen Liquidationserlöse eines festen Fs-meßbaren Aktienbestandes βs ein
lokales Martingal ab s ist. Wir verwenden dieses Ergebnis im Beweis der Zerlegung
des realisierbaren Portfoliowertes in Satz 3.9. Im Beweis der Proposition benöti-
gen wir die Stetigkeit und Monotonie von Ψ(t,ω, p) in p, um die Eigenschaft, daß
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(Ψ(t, p))0≤t≤T für p ∈ R ein lokales P∗-Martingal ist, auch für Prozesse der Form
(Ψ(t, βs))s≤t≤T nutzbar zu machen.
Proposition 3.8 Sei Ψ ein allgemeines illiquides Wertpapier, P ∗ ∈ P∗ und y ≥ 0.
Dann gilt:
1. (Ψ(t, βs))s≤t≤T ist für jedes Fs-meßbare βs ein lokales P ∗-Martingal.
2. Es gibt eine Folge von Stoppzeiten (Syn)n∈N0, die für alle lokalen Martingale
aus 1. mit |βs| ≤ y simultan lokalisierende Sequenz ist.





ein lokales P ∗-Martingal.
Beweis. Wir bemerken zuerst, daß (Ψ(t, βs))s≤t≤T wegen 3. aus DeÞnition 3.1
RCLL ist. Seien ein y ≥ 0 beliebig vorgegeben und (T yn )n∈N0 bzw. (T−yn )n∈N0
gleichmäßig lokalisierende Sequenzen für die lokalen P ∗-Martingale (Ψ(t, y))0≤t≤T
bzw. (Ψ(t,−y))0≤t≤T . Die Folge (Syn)n∈N0 (o.B.d.A. Sy0 > 0, da F0 P -fast sicher
trivial) von Stoppzeiten mit
Syn
4
= T yn ∧ T−yn
ist eine gleichmäßig lokalisierende Sequenz für (Ψ(t, y))0≤t≤T und (Ψ(t,−y))0≤t≤T .
Insbesondere sind die Prozesse (Ψ(Syn ∧ t, y))0≤t≤T und (Ψ(Syn ∧ t,−y))0≤t≤T nach
Proposition 1.47 b) in Jacod und Sirjaev [24] für jedes n ∈ N0 aus der Klasse D
bezüglich P ∗. Deswegen ist auch der Prozeß
(max (|Ψ(Syn ∧ t, y)| , |Ψ(Syn ∧ t,−y)|))0≤t≤T
für jedes n ∈ N0 aus der Klasse D bezüglich P ∗. Da Ψ im dritten Argument monoton
steigend ist, gilt für alle n ∈ N0, −y ≤ x ≤ y und 0 ≤ t ≤ T , daß
|Ψ(Syn ∧ t, x)| ≤ max (|Ψ(Syn ∧ t, y)| , |Ψ(Syn ∧ t,−y)|) .
Also ist (Ψ(Syn ∧ t, x))0≤t≤T für jedes n ∈ N0 ein lokales P ∗-Martingal aus der
Klasse D bezüglich P ∗. Nach Proposition 1.47 c) in Jacod und Sirjaev [24] ist
(Ψ(Syn ∧ t, x))0≤t≤T ein gleichmäßig integrierbares P ∗-Martingal. Deswegen ist (Syn)n∈N0
eine simultan lokalisierende Sequenz für alle lokalen P ∗-Martingale (Ψ(t, x))s≤t≤T
mit −y ≤ x ≤ y.
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Sei nun ein beliebiges Fs-meßbares βs mit |βs| ≤ y gegeben. βs läßt sich als









nk ∈ N0, disjunkten Akl ∈ Fs, ∪nkl=0Akl = Ω und
¯¯
λkl





s≤t≤T für alle k ∈ N0 ein lokales P ∗-Martingal mit
lokalisierender Sequenz (Syn)n∈N0 . Nun wird
¯¯
Ψ(Syn ∧ t, βks )
¯¯
für alle n, k ∈ N0 und
alle t ≥ s durch
max (|Ψ(Syn ∧ t, y)| , |Ψ(Syn ∧ t,−y)|) ∈ L1(P ∗)
majorisiert. Aus der Stetigkeit von Ψ im dritten Argument und dem Satz von
Lebesgue für bedingte Erwartungen folgt 1. für beschränkte βs sowie 2.
Sei nun ein beliebiges Fs-meßbares βs gegeben. Wir wählen für jedes m ∈ N eine







Dann ist (Ψ(Tn ∧ t, βs)1Tn>s)s≤t≤T ein P ∗-Martingal für alle n ∈ N0, weswegen 1.
folgt.
Wegen 1. und Z βs
0








eΨ(t, p) 4= Z p
0
xΨ(t, dx) (0 ≤ t ≤ T )
ein lokales P ∗-Martingal ist.










Wir zeigen zuerst, daß
³eΨ(t, p)´
0≤t≤T
für beliebige p ∈ R ein lokales P ∗-Martingal
ist. Für den Beweis setzen wir o.B.d.A. voraus, daß p ≥ 0 und daß (Ψ(t, x))0≤t≤T
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für alle 0 ≤ x ≤ p ein P ∗-Martingal ist, wobei die zweite Annahme durch 2. gerecht-






mit Nn ∈ N, xni ≥ 0 für alle i ≤ Nn und alle n ∈ N, so daß fn auf [0, p] monoton









ein P ∗-Martingal ist.
Die Abbildung eΨ(t, p) ist stetig in p und auf (−∞, 0] bzw. [0,∞)monoton fallend
bzw. monoton steigend. Diese Eigenschaften können analog zum Beweis von 1. aus-









lokale P ∗-Martingale sind.
3.2 Dynamik des realisierbaren Portfoliowertes
Die Begriffe der selbstÞnanzierenden Strategie, des realisierbaren Portfoliowertes
und des Buchwertes übertragen sich auf naheliegende Weise auf allgemeine Finanz-
märkte.
Wir leiten nun mit Hilfe einer Approximation wie in (3.2) eine Darstellung der
Dynamik des realisierbaren Portfoliowertes für allgemeine illiquide Finanzmärkte
her. Die Darstellung zeigt, daß das Inkrement Rπt −Rπ0 des realisierbaren Portfolio-
wertes einer selbstÞnanzierenden allgemeinen Strategie π als stochastischer Grenz-




N∈N0 aufgefaßt werden kann.









n∈N0 , d.h. A
πN
tNn+1
≥ AπNtNn für n ∈ N0.
Wir zeigen anschließend, daß sich diese Darstellung in den wichtigen Spezial-
fällen von elementaren allgemeinen Strategien π1 bzw. von selbstÞnanzierenden
Strategien in illiquiden Finanzmärkten nach DeÞnition 1.2 und DeÞntion 1.5 wei-
ter vereinfacht. In diesen Spezialfällen existiert nämlich für N → ∞ sowohl der




Satz 3.9 Sei π eine selbstÞnanzierende allgemeine Strategie in einem allgemeinen
illiquiden Finanzmarkt (B,Ψ) und tNn
4








gleichmäßig P -stochastisch auf [0, T ]. (3.4)































































Für t ∈ [tNm, tNm+1] (m ∈ N0) gilt
AπNt ≥ AπNtNm , (3.5)
insbesondere also
AπNt ≥ 0 für alle t ∈ [0, T ]. (3.6)
Beweis. Da π selbstÞnanzierend ist, gilt


































Gleichung (3.2) und eine Teleskopsummenbildung liefert folgende gleichmäßige sto-
chastische Konvergenz auf [0, T ], die wir unter Beachtung der Tatsache, daß alle
auftretenden Summen für festes N endliche Summen sind, in die gesuchte Konver-
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genz (3.4) umformen:




















































































































Ψ (t, x) dx für t ∈ [tNm, T ].












0≤t≤T ein lokales P∗-Martingal. Da aus demMittelwertsatz die Existenz
































tNm+1 ∧ t, π1tNm+1∧t
´
−Ψ ¡tNm+1 ∧ t, β¢i ³π1tNm+1∧t − π1tNm∧t´
≥ 0
42
folgt, gilt (3.5) und (3.6).
Die lokalen P∗-Martingale MπN lassen sich als die kumulative Veränderung des
optimalen Liquidationserlöses der Aktien bei lokal auf [tNm, t
N
m+1] (m ∈ N0) konstant
gehaltenem Aktienbestand interpretieren. Die AπN spiegeln dagegen die Verringe-
rung des realisierbaren Portfoliowertes bei den Portfolioumschichtungen dieser lokal
konstant gehaltenen Strategien in tNm (m ∈ N) wider, die auftreten, weil der Markt
auf eine Order des ökonomischen Agenten reagiert, bevor diese ausgeführt wird.






nicht nur ein lokales P∗-Martingal, sondern sogar ein lokales P0-Martingal ist.
Bemerkung 3.11 Im allgemeinen ist es nicht richtig, daß die Pfade von AπN von
beschränkter Variation sind.
Beispiel 3.12 Für den Finanzmarkt aus Beispiel 3.7 erhalten wir mit




































gleichmäßig stochastich auf [0, T ].
Für elementare Strategien konvergieren die MπNt und die A
πN
t auch seperat, wie
das folgende Korollar zeigt.
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Korollar 3.13 Sei (B,Ψ) ein allgemeiner illiquider Finanzmarkt und π eine selbst-




eπk1[Tk,Tk+1)(t) (0 ≤ t ≤ T ).
Hierbei sind die Tk (k = 0, ..., K + 1) Stoppzeiten mit
T0 = 0,
0 < Tk < Tk+1 < T für k = 1, ..., K − 1,
TK+1 = T








Ψ (Tk+1 ∧ t, x) dx−
Z eπk
0
















Ψ (Tk+1, x) dx−
Z eπk
0
Ψ (Tk+1, x) dx
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Wegen 3. und 4. aus DeÞnition 3.1 und des Satzes von Lebesgue sind die Abbildungen
[0, T ] → R: t → Ψ(t,ω, p) und t → R p
0
Ψ(t,ω, x)dx P -fast sicher simultan für alle
p ∈ R rechtsstetig. Deswegen erhalten wir, daß die MπNt und die AπNt für N →∞
P -fast sicher auf Dm gleichmäßig in t ∈ [0, T ] gegen den gewünschten Grenzwert
konvergieren. Wegen
P [∪m∈NDm] = 1
folgt die Behauptung.
Bemerkung 3.14 Wir hätten diese Zerlegung des realisierbaren Portfoliowertes für
selbstÞnanzierende elementare Strategien auch durch ein Vorgehen wie im Beweis













−Ψ ¡Tk ∧ t, π1Tk∧t¢i
für elementare Strategien benutzt hätten.
Wir zeigen nun, daß die ZufallsvariablenMπNt und A
πN
t für Semimartingalstrate-
gien π in illiquiden Finanzmärkten im Sinne von DeÞnition 1.2 gleichmäßig stocha-
stisch konvergieren, und zwar gegen die Komponenten aus der Zerlegung von Rπ aus
Satz 2.5. Wir erhalten somit die Interpretation von
R t
0
ΞπsdeSs als kumulative Verän-
derung des optimalen Liquidationserlöses aus Aktien bei lokal konstant gehaltenem
Aktienbestand.
Korollar 3.15 Sei π eine selbstÞnanzierende Strategie in einem illiquiden Finanz-














gleichmäßig P -stochastisch auf [0, T ].
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Beweis. Es genügt, die erste Konvergenz zu zeigen, da die zweite dann aus den



































0≤t≤T (n,N ∈ N0) mit
θnNt
4
= π1tNn 1[tNn ,T ](t).







0≤s≤T , daßZ π1
tNn
0

























































π1tNn 1(tNn ,tNn+1](t) (0 ≤ t ≤ T ).
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0≤t≤T und der Stetigkeit von f


























s ) = f(s, Zs, π
1
s−) P -fast sicher
ergibt sich deshalb mit Hilfe von Satz 4.31 in Jacod und Sirjaev [24] und der Stetig-





























ψz (s, Zs, x) dx
!
dMs.
3.3 Zulässigkeit und No-Arbitrage
Satz 3.9 legt in Verbindung mit den Korollaren 3.13 und 3.15 einen Zulässigkeitsbe-
griff nahe, der mit dem Zulässigkeitsbegriff in illiquiden Finanzmärkten aus DeÞni-
tion 2.12 konsistent ist. Wir erhalten ein No-Arbitrage-Ergebnis, welches Korollar
2.16 erweitert.
Definition 3.16 Sei (B,Ψ) ein allgemeiner illiquider Finanzmarkt. Eine allgemei-
ne Strategie π heißt allgemein zulässig, wenn sie selbstÞnanzierend ist und es ein
P∗-Supermartingal (Mπt )0≤t≤T gibt, so daßMπNt für jedes t und N →∞ stochastisch
gegen Mπt konvergiert.
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Aus Satz 3.9 folgt, daß für eine allgemein zulässige Strategie π auch AπNt für
jedes t und N →∞ stochastisch gegen einen Grenzwert Aπt mit
(Aπt )0≤t≤T RCLL (3.9)
und
Aπt ≥ Aπs für t ≥ s (3.10)
konvergiert. Aus (3.9) und (3.10) folgt, daß (Aπt )0≤t≤T P -fast sicher monoton stei-
gende Pfade hat.
Wegen Korollar 3.15 ist eine zulässige Strategie in einem illiquiden Finanzmarkt
im Sinne von DeÞnition 1.2 auch eine allgemein zulässige Strategie, wenn man den
illiquiden Finanzmarkt als allgemeinen illiquiden Finanzmarkt betrachtet. Aus Ko-
rollar 3.13 folgt, daß eine selbstÞnanzierende elementare Strategie in einem allge-
meinen illiquiden Finanzmarkt allgemein zulässig ist, falls es ein c ∈ R gibt, so
daß
Rπt ≥ c für alle t ∈ [0, T ].
Eine selbstÞnanzierende allgemeine Strategie π ist insbesondere dann allgemein
zulässig, wenn (MπNt )0≤t≤T für jedes N ∈ N0 ein quadratisch integrierbares P∗-






2(P ∗) für alle P ∗ ∈ P∗
gibt.
Sei π eine allgemein zulässige Strategie in einem strikten allgemeinen illiquiden
Finanzmarkt (d.h. Ψ ist im dritten Argument strikt monoton steigend), für die
MπNt gleichmäßig stochastisch auf [0, T ] gegen M
π
t konvergiert. Dann gilt für jede
Stoppzeit S > 0 mit





Es gibt nämlich eine Folge (Nk)k∈N mit Nk ∈ N für alle k ∈ N, so daß AπNkt gleichmä-
ßig P -fast sicher auf [0, T ] gegen Aπt konvergiert.Wir deÞnieren die Zufallsvariablen
Sk (k ∈ N) durch
Sk = t
Nk
n für S ∈ (tNkn , tNkn+1].
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Ψ (S, x) dx, 1
)#
.
Wie in (3.8) existiert also eine Abbildung β : Ω → R mit β ∈ (π1S−, π1S) auf
{∆π1S 6= 0}, so daß
E[1∆π1S 6=0min (∆A
π





¢−Ψ (S, β)¢ ¡π1S − π1S−¢ , 1ª] > 0.
Wir bezeichnen allgemein zulässige Strategien, für die die Bedingungen aus DeÞ-
nition 2.14 erfüllt sind, als allgemeine Arbitragemöglichkeiten und erhalten folgende
Verallgemeinerung von Korollar 2.16.
Korollar 3.17 In einem allgemeinen illiquiden Finanzmarkt (B,Ψ) gibt es keine
allgemeinen Arbitragemöglichkeiten für den ökonomischen Agenten.
Beweis. Angenommen, es gäbe eine allgemein zulässige Strategie π mit
RπT −Rπ0 ≥ 0.
Nach Satz 3.9 und der DeÞnition der allgemeinen Zulässigkeit konvergiert AπNT sto-
chastisch gegen AπT . Wegen der Positivität der A
πN
T haben wir A
π
T ≥ 0. Durch Er-
wartungswertbildung und Ausnutzung der Supermartingaleigenschaft von Mπ folgt
0 ≤ E∗[RπT −Rπ0 ] = E∗[MπT − AπT ] ≤ 0.




Die Darstellung (2.4) der Dynamik des realisierbaren Portfoliowertes zeigt, daß den
Strategien mit stetigen Pfaden von beschränkter Variation in Finanzmärkten mit
illiquiden Wertpapieren eine besondere Bedeutung zukommt. Es stellt sich die Fra-
ge, welche FT -meßbaren Zufallsvariablen mit Hilfe realisierbarer Portfoliowerte in
T solcher Strategien gleichmäßig approximiert werden können. Bei der Beantwor-
tung dieser Frage in Kapitel 5 sind die beiden folgenden Approximationssätze von
entscheidender Bedeutung.
Der erste Satz zeigt, daß wir stochastische Integrale mit stetigen lokalen Martin-
galen als Integratoren und progressiv meßbaren Strategien als Integranden gleich-
mäßig durch stochastische Integrale mit dem gleichen Integrator und einem RCLL-
Integranden von beschränkter Variation approximieren können.








Dann gibt es zu jedem ε > 0 einen adaptierten RCLL-Prozeß ζε mit Pfaden von



















Nach Proposition 3.2.8 in Karatzas und Shreve [32] gibt es eine Folge von einfachen






Xni 1(tni ,tni+1](s) (0 ≤ s ≤ T )
mit
Nn ∈ N0, 0 = tn1 < ... < tnNn , Xnm Ftnm-meßbar, |Xnm| ≤ Cn ∈ R














Xni 1[tni ,tni+1)(s) (0 ≤ s ≤ T ) (4.3)






(eζns − ζs)2dhMis¸ = 0.







(eζns − ζs)dMs ¯¯¯¯ = 0 in L2.
Deswegen Þnden wir mit Hilfe der Chebeychev-Ungleichung eine Teilfolge der (eζn)n∈N,


































∧ T , n ∈ N. (4.5)
Wegen (4.4) und des Lemmas von Borel-Cantelli gilt
P [∪∞n=0{Tn = T}] = 1. (4.6)






ζnt 1[Tn−1,Tn)(t) für 0 ≤ t ≤ T.






















ζ2sdhMis > m oder hMit > m
¾
∧ T (m ∈ N).
Wegen der Stetigkeit von hMi und Voraussetzung (4.1) können wir eine aufsteigende
Folge (mn)n∈N mit mn ∈ N für n ∈ N und
P [Tmn < T ] <
1
n2
konstruieren. Außerdem setzen wir Tm0 = 0. Wegen des schon bewiesenen Falles
Þnden wir eine Folge von adaptierten RCLL-Prozessen (ζmn)n∈N mit Pfaden von

















ζmnt 1[Tmn−1 ,Tmn )(t) (0 ≤ t ≤ T )
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hat dann die gewünschten Eigenschaften.
Der zweite Approximationssatz besagt, daß man einen beliebigen RCLL-Prozeß,
der als Parameter in dem Integranden eines stochastischen Integrals einer bestimm-
ten Form auftaucht, so durch einen stetigen adaptierten Prozeß von beschränkter
Variation ersetzen kann, daß das neue stochastische Integral das ursprüngliche sto-
chastische Integral gleichmäßig bis auf ein vorgegebenes ε > 0 approximiert.








anwenden, die in der DeÞnition von Ξπ in Satz 2.5 ausgezeichnet wird.
Satz 4.2 Seien eS und Z stetige Semimartingale, α ∈ R, β ∈ L0(FT−) und f :
[0, T ] × R × R → R stetig und im dritten Argument monoton wachsend. Dann
gibt es für jedes ε > 0 und jeden adaptierten RCLL-Prozeß θ einen adaptierten und
pfadweise stetigen, variationsbeschränkten und stückweise linearen Prozeß θε, so daß









s)− f(s, Zs, θs))deSs ¯¯¯¯ < ε (4.8)
gilt.
Der Beweis erweitert Levental und Skorohod [27], die im Fall f(s, z, p) = p
und ohne eine Bedingung an θεT zeigen, daß eine P -fast sichere gleichmäßige ε-
Approximation durch stückweise konstante Prozesse θε von beschränkter Variation
möglich ist.
Die Beweisidee von Levental und Skorohod besteht darin, die Strategie θε so lange
konstant zu halten, bis sie das erste mal um mehr als eine vorgegebene Konstante
von θ abweicht. Die Strategie θε wird dann sprunghaft auf den dann aktuellen Wert
von θ gesetzt und das Spiel beginnt von neuem. Eine geeignete Lokalisierung führt
dann zusammen mit einer geschickten Wahl der Konstanten zum Ziel. Dabei wird





(θεs − θs) deSs ¯¯¯¯
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verwendet.
Da wir eine stetige Strategie θε konstruieren wollen, ersetzen wir die sprunghafte
Anpassung an den aktuellen Wert von θ durch eine schnelle, lineare Anpassung an
den am Anfangszeitpunkt dieser Anpassung aktuell gewesenen Wert von θ. Außer-
dem konstruieren wir mit Hilfe des Martingalkonvergenzsatzes einen stetigen Prozeßeβ mit Pfaden von beschränkter Variation, so daß eβT = β. Die Idee besteht dann
darin, die eben beschriebene Konstruktion von θε bis hinreichend kurz vor T durch-
zuführen und dann, nach einem verbindenden Übergangsstück, θε = eβ zu setzen.
Daß der Beweis für eine beliebige stetige Funktionen f durchgeführt wird, be-
reitet im Vergleich zur Betrachtung des Spezialfalls f(s, z, p) = p keine zusätzlichen
Schwierigkeiten.
Bemerkung 4.3 Aus der Adaptiertheit und der RCLL-Eigenschaft der Prozesse
(f(t, Zt, θt))0≤t≤T bzw. (f(t, Zt, θ
ε
t ))0≤t≤T folgt ihre progressive Meßbarkeit und pfad-
weise Beschränktheit. Deswegen sind die Integrale dieser Prozesse bezüglich Integra-
toren, die stetige Semimartingale sind, deÞniert.
Beweis. Im folgenden verwenden wir die abkürzende Schreibweise
gs(η)
4
= f(s, Zs, ηs)− f(s, Zs, θs),
wobei η = (ηs)0≤s≤T ein beliebiger Prozeß sein kann.
1. Sei ein ε > 0 beliebig vorgegeben. Im zweiten Teil dieses Beweises konstruieren
wir Stoppzeiten τn (n ∈ N0) und Prozesse θn (n ∈ N0) mit folgenden Eigenschaften:
τ0 = 0, (4.9)
τn−1 ≤ τn ≤ T , n ∈ N, (4.10)
P [τn < T ] <
1
n2
, n ∈ N, (4.11)
θn ist adaptiert und hat variationsbeschränkte,
ab τn stetige und stückweise lineare Pfade, (4.12)
θnτn = θ
n−1
τn für n ∈ N, (4.13)
θ00 = α, (4.14)






n)deS ¯¯¯¯ ≤ ε
2n+1
. (4.16)
Aus (4.11) und dem Lemma von Borel-Cantelli folgt, daß
P [∪∞n=0{τn = T}] = 1.
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Wir deÞnieren den wegen (4.12), (4.13) und (4.15) adaptierten und pfadweise steti-






+ β1[T ](t) (0 ≤ t ≤ T ). (4.17)






















und somit (4.8). Der Prozeß θε hat damit alle in der Behauptung des Satzes ge-
nannten Eigenschaften.
2. Wir wollen nun die θn und τn mit den Eigenschaften aus 1. induktiv konstruie-






sup = (θsupt )0≤t≤T und eβ = ³eβt´
t2≤t≤T
, die
allesamt in der Induktion benötigt werden. In b) führen wir dann die Induktion aus.




= E[tanh β|Ft] für (0 ≤ t ≤ T ),
βt
4























für 0 ≤ t ≤ T.
Man beachte, daß aus dem Martingalkonvergenzsatz und aus β ∈ L0(FT−)
lim
t→T




βt = β P -fast sicher (4.19)
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|Js − Jt| = 0 in L2,
weswegen wir mit Hilfe der Chebeychev-Ungleichung eine Folge (tl)l∈N reeller Zahlen
mit
t1 = 0, (4.20)
tl < tl+1 < T (l ∈ N), (4.21)
(T − tl) ≤ 1
l
(l ≥ 2), (4.22)
P [ sup
tl≤s≤T






(l ≥ 2) (4.23)
konstruieren können. Das Lemma von Borel-Cantelli besagt, daß es für P -fast alle






für l ≥ l0(ω)























wobei artanh´die Ableitung von artanh ist. Wir deÞnieren den wegen (4.19) stetigen,
stückweise linearen und adaptierten Prozeß eβ = ³eβt´
t2≤t≤T
durch
eβt 4= βtl−1 + (t− tl)(tl+1 − tl)βtl für t ∈ [tl, tl+1] (l ≥ 2),eβT 4= β.








Die Pfade von eβ sind von beschränkter Variation. (4.25)
b) Wir konstruieren jetzt induktiv Stoppzeiten τn und Strategien θn mit den
Eigenschaften (4.9)-(4.16), so daß zusätzlich
θinft ≤ θnt ≤ θsupt für 0 ≤ t ≤ T. (4.26)
Dafür setzen wir θ−10
4
= α und τ0
4
= 0 und geben uns ein beliebiges n ∈ N0 vor.
Falls n > 0, so seien außerdem θn−1 und τn mit den Eigenschaften (4.9)-(4.16) und
(4.26) konstruiert. Wir deÞnieren eine Familie von Prozessen (θδ1,δ2 ; δ1, δ2 > 0) und






2 für hinreichend kleine δ∗1 und δ
∗
2 gesetzt werden kann.
Seien also beliebige δ1 > 0 und δ2 > 0 vorgegeben. Wir setzen
U
4
= (T − δ2) ∨ τn
und deÞnieren θδ1,δ2 in b1) und b2) nacheinander auf [0, U ] und (U, T ]. Dabei soll
θδ1,δ2 auf dem ersten stochastischen Intervall den Prozeß θ approximieren, während
auf dem zweiten, typischerweise kurzen, stochastischen Intervall dafür gesorgt wird,
daß der Endbestand θδ1,δ2T gleich β ist.







= (T2m + δ2) ∧ U für m ≥ 0,
T2m+2
4
= (inf {t > T2m+1 | |f(t, Zt, θt)− f(T2m, ZT2m , θT2m)| > δ1}) ∧ U für m ≥ 0
(4.27)
eine weitere von δ1, δ2 und n abhängige aufsteigende Folge von Stoppzeiten. Offen-
sichtlich ist für jedes (δ1, δ2) mit δ1 > 0 und δ2 > 0
P [∪∞k=0{Tk = U}] = 1. (4.28)
Da (f(t, Zt, θt))0≤t≤T adaptiert und RCLL ist, können wir zur Benutzung im Beweis
von Behauptung 4.4 (s.u.) notieren, daß dies auch für (δ1, δ2) mit δ1 > 0 und δ2 = 0
der Fall ist. Wenn δ2 > 0, so deÞniert
θδ1,δ2t
4
= α für t < T0,
θδ1,δ2t
4
= θn−1T0 + (θT0 − θn−1T0 )
t− T0
δ2
für t ∈ [T0, T1],
θδ1,δ2t
4
= θT2m für t ∈ (T2m+1, T2m+2] und m ≥ 0,
θδ1,δ2t
4
= θT2m + (θT2m+2 − θT2m)
t− T2m+2
δ2
für t ∈ (T2m+2, T2m+3] und m ≥ 1
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θδ1,δ2 auf dem Intervall [0, U ].
b2) (Konstruktion auf [U, T ])Wir deÞnieren eine FU -meßbare Stoppzeit






min(l ∈ N|tl > U), wenn τn < T
2, wenn τn = T




= θδ1,δ2U + (βtlmin−1 − θ
δ1,δ2
U )
t− UeU − U für t ∈ (U, eU ],
θδ1,δ2t
4
= eβt für t ∈ (eU, T ].
Somit haben wir den Prozeß θδ1,δ2 auf [0, T ] deÞniert.
b3) Nach Konstruktion ist θδ1,δ2 adaptiert mit ab τn stetigen und stückweise




T = β und wegen der Induktionsannahme gilt
auch (4.26). Aus (4.25) und (4.28) folgt, daß die Pfade von θδ1,δ2 von beschränkter
Variation sind.
Analog zu Bemerkung 4.3 sind stochastische Integrale von (f(t, Zt, θ
δ1,δ2
t ))0≤t≤T
bezüglich stetiger Semimartingalintegratoren deÞniert.
Es reicht also zu zeigen, daß wir für hinreichend kleine δ1 und δ2 > 0 eine (4.11)










Sei eS =M+A die eindeutige kanonische Zerlegung von eS in ein lokales Martingal
M und einen stetigen Prozeß von beschränkter Variation A. Wegen der Stetigkeit
von eS sind hMit und R t0 d|As| stetig. Wir deÞnieren zu einer beliebigen Konstante



















¡|f(t, Zt, θinft )|¢0≤t≤T und (|f(t, Zt, θsupt )|)0≤t≤T RCLL und ³R t0 d|As|´0≤t≤T und
(hMit)0≤t≤T stetig sind, können wir nun ein L Þxieren, so daß





Im Anschluß an diese Hauptlinie des Beweises zeigen wir, daß


































n)deSs ¯¯¯¯ = ε
2n+1
¾
∧ T ∗ (4.32)
und wegen (4.30) und (4.31) erfüllt diese Stoppzeit (4.11). Klarerweise gilt auch
(4.29).
Der Beweis der folgenden Behauptung komplettiert den Beweis von Satz 4.2.
Behauptung 4.4 Es gilt (4.31).
Beweis. Wegen der DeÞnition von T ∗ und der Monotonie von f im dritten







, |f(t, Zt, θt)|
´
≤ L für τn < t < T ∗. (4.33)
Mit Hilfe der DeÞnitionen von T ∗ und θδ1,δ2 , der Doobschen Ungleichung, der fun-
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= C1(δ1, δ2) (4.34)
mit
Bδ1,δ2 = ∪m≥0{(t,ω)|T2m ∧ T ∗ ≤ t ≤ T2m+1 ∧ T ∗}
∪{(t,ω)|U ∧ T ∗ ≤ t ≤ T ∗}.









































































= C2(δ1, δ2). (4.35)



























































Wir wollen nun δ∗1 und δ
∗















































Wir verdeutlichen im folgenden die (δ1, δ2)-Abhängigkeit der Stoppzeiten Tk,
indem wir sie mit T δ1,δ2k bezeichnen. Mit ρ <
δ∗1
2
können wir dann ω-weise auf




2m ∧ T ∗ ≤ t ≤ T δ
∗
1 ,δ2
2m+1 ∧ T ∗
o
in Bδ∗1 ,δ2
mit Lebesguemaß > 0 unabhängig von δ2 durch die endliche Anzahl N(ω) der Inter-
valle
©
T ρ,02m+1 ∧ T ∗ ≤ t ≤ T ρ,02m+2 ∧ T ∗
ª
mit Lebesguemaß > 0 nach oben abschätzen:
Denn wenn sie größer wäre, gäbe es m, k ∈ N0 und ein Intervall [t1, t2] mit t1 < t2,
t1 = T
ρ,0
2m+1 ∧T ∗ und t2 = T ρ,02m+2 ∧T ∗, sowie zwei Punkte s1 < s2 mit s1, s2 ∈ [t1, t2),
s1 = T
δ∗1 ,δ2
2k ∧ T ∗ und s2 = T δ
∗
1 ,δ2
2k+2 ∧ T ∗. Mittels der Dreiecksungleichung würden wir
dann den Widerspruch
|f(s1, Zs1 , θs1)− f(s2, Zs2, θs2)|
≤ |f(s1, Zs1 , θs1)− f(t1, Zt1, θt1)|+ |f(s2, Zs2 , θs2)− f(t1, Zt1, θt1)|
< ρ+ ρ < δ∗1
erhalten.
Wegen der P -fast sicheren gleichmäßigen Stetigkeit von hMit(ω) auf [0, T ] gibt
es P -fast sicher zu jedem ε > 0 ein δ, so daß ein Intervall mit Lebesguemaß < δ eine
Masse < ε
N(ω)













(s)dhMis nach DeÞnition von T ∗ durch L majorisiert wird, folgt aus




















































































































In liquiden Finanzmärkten ist die Frage, welche Zufallsvariablen mit Hilfe von zuläs-
sigen Strategien dupliziert werden können, von zentraler Bedeutung. Die Derivate,
die durch solche Zufallsvariablen repräsentiert werden, können nämlich mit Hilfe
von No-Arbitrage-Überlegungen eindeutig bewertet werden. Sowohl der Käufer als
auch der Verkäufer des Derivats können ihr Risiko mit Hilfe der zulässigen Strategie
absichern. In vollständigen liquiden Finanzmärkten ist jede nach unten beschränk-
te, unter dem eindeutigen äquivalenten Martingalmaß integrierbare Zufallsvariable
duplizierbar. Das dafür notwendige Anfangskapital ist durch den Erwartungswert
der abdiskontierten Zufallsvariable unter dem Martingalmaß gegeben.
Viele Duplikationsstrategien in liquiden Finanzmärkten haben eine nicht ver-
schwindende quadratische Variation. In einem strikt illiquiden Finanzmarkt (vgl.
(2.3) fällt der realisierbare Portfoliowert einer zulässigen Strategie nach Satz 2.5
im P 0-Mittel (P 0 ∈ P0), wenn die quadratische Variation der Strategie ansteigt.
Deswegen ist es nicht zu erwarten, daß es in einem illiquiden Finanzmarkt mit voll-
ständigem assoziierten Finanzmarkt und eindeutigem äquivalenten Martingalmaß
P 0 für alle nach unten beschränkten FT -meßbaren Zufallsvariablen H ∈ L1(P 0)
eine zulässige Strategie π mit Rπ0 ≤ E0[ HBT ] gibt, für die RπT = HBT gilt.
Anstelle der perfekten Duplikation betrachten wir deswegen in illiquiden Finanz-
märkten das Konzept der gleichmäßigen Approximierbarkeit von Zufallsvariablen.
Dabei heißt eine Zufallsvariable H gleichmäßig approximierbar mit Anfangskapital




In Satz 5.3 geben wir Bedingungen an, aus denen folgt, daß alle im assoziierten
Finanzmarkt mit Hilfe von zulässigen Strategien duplizierbaren Zufallsvariablen au-
tomatisch mit dem gleichen Anfangskapital im illiquiden Finanzmarkt gleichmäßig
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approximierbar sind. Unter diesen Bedingungen folgt aus der Vollständigkeit des
assoziierten Finanzmarktes, daß jede nach unten beschränkte FT -meßbare Zufalls-























Die DeÞnition von E wird durch die Zerlegung des realisierbaren Portfoliowertes


















für p1, p2 ∈ R mit p1 < p2.
Somit ist E die Menge aller in den einzelnen Zeiten und Zuständen möglichen effek-
tiven Aktienpositionen des ökonomischen Agenten.
Der Satz über implizite Funktionen besagt unter Berücksichtigung der Regulari-
tätsannahmen an ψ, daß die wegen (1.3) wohldeÞnierte, durch






Φ ∈ C1(E) (5.2)
und
E offen in [0, T ]× R× R (5.3)
ist.
DerWert Φ(s, z, y) ist die Aktienposition, die der ökonomische Agent im Zustand
z zur Zeit s halten muß, um eine effektive Aktienposition von y zu haben.
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Wir deÞnieren nun das für uns wesentliche Äquivalent der Begriffe Erreichbarkeit
bzw. Vollständigkeit, die wir aus der Theorie der liquiden Finanzmärkte kennen.
Dabei bezeichnet Y a(H) den Superreplikationspreis vonH ∈ L0(FT ) im assoziierten
Finanzmarkt (vgl. (1.18)) und H∗ die abdiskontierte Zufallsvariable H
BT
.
Definition 5.1 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt. Die Zufallsvariable H ∈
L0(FT ) heißt gleichmäßig approximierbar mit Anfangskapital H0, wenn es zu jedem
ε > 0 eine zulässige Strategie π mit
Rπ0 = H0 und
|RπT −H∗| < ε (5.4)
gibt. Den Approximationspreis von H deÞnieren wir als das InÞmum aller solcher
H0. Wir bezeichnen einen Finanzmarkt als approximativ vollständig, wenn es zu
jeder nach unten beschränkten FT -meßbaren Zufallsvariablen H mit Y a(H) < ∞
ein P ∈ P0 gibt, so daß H mit Anfangskapital E0[H∗] gleichmäßig approximiert
werden kann.
Bemerkung 5.2 Da wir den Prozeß der kurzfristigen Zinsraten r als beschränkt
vorausgesetzt haben, ist unsere DeÞniton der gleichmäßigen Approximierbarkeit äqui-
valent zu einer, die in (5.4)
|BTRπT −H| < ε
fordert (vgl. Bemerkung 2.2).
Der nächste Satz und das darauf folgende Korollar ermöglichen es in vielen Fäl-
len, Approximationspreise auf überraschend einfache Weise zu berechnen. Dabei
kombinieren wir die Zerlegung der Dynamik des realisierbaren Portfoliowertes aus
Satz 2.5 mit den Approximationssätzen aus Abschnitt 4.
Satz 5.3 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt und H ∈ L0(FT ) nach unten be-
schränkt.
1. Der Approximationspreis von H ist größer oder gleich Y a(H).
2. Sei ξ eine zulässige RCLL-Strategie für den assoziierten Finanzmarkt mit











¢ ∈ E für alle s ∈ [0, T ], (5.6)
so ist H mit Anfangskapital H0 gleichmäßig approximierbar.
66
3. Sei ξ eine zulässige Strategie für den assoziierten Finanzmarkt mit (5.5). Falls
E = [0, T ]×R×R, (5.7)
so ist H mit Anfangskapital H0 gleichmäßig approximierbar.
Bemerkung 5.4 Der dritte Teil ist keine direkte Folge aus dem zweiten Teil, da
die Strategie ξ in letzterem als RCLL angenommen wird.
Bedingung (5.7) impliziert, daß der ökonomische Agent in jedem Zustand z zu
jeder Zeit s eine beliebige effektive Aktienposition y aufweisen kann. Dafür muß er
eine Aktienposition von Φ(s, z, y) haben.





ψz(s, z, x)dx = 0.





ψz(s, z, x)dx = 0.
Bedingung (5.7) bedeutet also, daß der Preiseinßuß des Zustandsprozesses für ex-
treme Bestände des ökonomischen Agenten an Aktien nicht zu klein wird.
Beweis. Sei H gleichmäßig approximierbar mit Anfangskapital H0, ε > 0 belie-
big und π wie in DeÞnition 5.1. Insbesondere gilt also
|RπT −H∗| < ε.




ΞπsdeSs − LπT > H∗ − ε.
Aus der Zulässigkeit von π und LπT ≥ 0 folgt für alle P 0 ∈ P0
H0 ≥ E0[H∗]− ε
und somit 1.




¢ ∈ E für alle (s,ω) ∈ [0, T ]×Ω.
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Wir deÞnieren die stetige, im dritten Argument monoton steigende Funktion f :









und den wegen (5.2) adaptierten RCLL-Prozeß π durch
πs
4
= Φ(s, Zs, ξ
1
s ) (0 ≤ s ≤ T ).
Nach (5.1) gilt
f(s, Zs, πs) = ξ
1
s (0 ≤ s ≤ T ). (5.9)
Aus Satz 4.2 erhalten wir für beliebige α ∈ R und β ∈ L0(FT−) einen adaptierten
stetigen Prozeß π1ε mit π1ε0 = α, π
1ε









s )− f(s, Zs, πs)
¢
deSs ¯¯¯¯ ≤ ε. (5.10)









T der realisierbare Portfoliowert der Strategie π
ε, die zu π1ε ein π0ε
wählt, so daß sich eine selbstÞnanzierende Strategie mit Rπ
ε
0 = H0 ergibt. Aus
(5.10) und der Zulässigkeit von ξ erhalten wir die Zulässigkeit von πε. Somit ist H
mit Anfangskapital H0 gleichmäßig approximierbar.
Sei nun ξ eine Strategie wie in 3. und ε > 0 beliebig. Nach Satz 4.1 gibt es eine im
assoziierten Finanzmarkt zulässige Strategie ξε mit RCLL-Pfaden von beschränkter




ξ1εs deSs −H∗ ¯¯¯¯ ≤ ε2 .
Wegen Voraussetzung (5.7) können wir wie im Beweis von 2., jetzt aber ausgehend
von ξ1ε, eine zulässige Strategie πε mit Anfangskapital H0 im illiquiden Finanzmarkt
konstruieren, für die (5.4) gilt.
Bemerkung 5.5 Man beachte, daß wir den Anfangs- und den Endbestand an Akti-
en der im Beweis konstruierten gleichmäßigen Approximationsstrategien πε beliebig
aus R bzw. aus L0(FT−) wählen konnten.
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Bemerkung 5.6 Wir betrachten nun den Fall, daß die Strategien aus 2. und 3. von








erfüllen. Sie müssen nicht mehr notwendigerweise zulässig sein. Dann gelten die
Aussagen des Satzes analog, wenn wir auch in DeÞnition 5.1 die Bedingung der





2 dheSis¸ <∞ (5.13)









(ξ1εs − ξ1s )deSs´
0≤t≤T
ist also ein beschränktes lokales P 0-Martingal




(ξ1εs − ξ1s)2dheSis¸ <∞








Ein analoges Argument zeigt, daß die im Beweis konstruierten selbstÞnanzierenden
Strategien πε unter den neuen Voraussetzungen die Gleichung (5.13) erfüllen. Man
beachte, daß (5.4) insbesondere
kRπT −H∗kL2(P0) < ε
impliziert.
In folgendem Korollar bezeichnet Ec das Komplement von E. Außerdem sei
Pr(F ) für eine Menge F ⊂ [0, T ]× R× R die Projektion von F auf [0, T ]× R, d.h.
Pr(F )
4
= {(s, z) ∈ [0, T ]×R|∃x ∈ R mit (s, z, x) ∈ F} .
Korollar 5.7 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt.
1. Wenn der assoziierte Finanzmarkt vollständig und (5.7) erfüllt ist, dann ist
der illiquide Finanzmarkt approximativ vollständig.
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1Pr(Ec) (s, Zs) dheSis¸ > 0. (5.14)
Dann gibt es ein ε > 0, eine zulässige Strategie ξ im assoziierten Finanzmarkt













2 dheSis¸ < ∞ und (5.16)
LπT ≤ c (5.17)
gilt, daß
kRπT −H∗kL2(P 0) ≥ ε.
Ungleichung (5.17) kann nach Satz 2.5 als eine, im Zusammenhang mit illiquiden
Finanzmärkten natürliche, Beschränkung der Handelsintensität nach oben interpre-
tiert werden. Mit Hilfe dieser Ungleichung kann die Varianz von LπT unter P
0 durch
cE0 [LπT ] nach oben abgeschätzt werden.
Beweis. Wenn der assoziierte Finanzmarkt vollständig ist, dann gibt es für ein







wobei P ∗ das eindeutig bestimmte Martingalmaß aus P∗ ist. Die approximative
Vollständigkeit des illiquiden Finanzmarktes folgt deshalb direkt aus 3. von Satz
5.3.
Angenommen, es gilt (5.14). Wir betrachten die Zerlegung
































1Pr(E+)(s, Zs)dheSis¸ > 0.
Die DeÞnition von E+ zeigt, daß aus (s, z, y) ∈ E+ folgt, daß auch (s, z, ey) ∈ E+







heSit = n oder ¯¯¯ eSt ¯¯¯ = no ∧ T




1E+(s, Zs,N)dheSis¸ > 0






(N + 1)deSs = (N + 1)³eSTN − eS0´ .
Sei nun π eine selbstÞnanzierende Strategie mit den Eigenschaften (5.15)-(5.17). Mit
















eSs −H∗ − ©LπT −E0 [LπT ]ª¶2
#











(LπT −E0 [LπT ])2
¤2 . (5.18)






eSs −H∗¶2# ≥ E0 ·Z TN
0
















1E+(s, Zs, N)dheSis¸ =: a > 0. (5.19)
Man beachte, daß a unabhängig von π ist.
Außerdem haben wir wegen Voraussetzung (5.17), daß
E0
h¡





2¤− ¡E0 [LπT ]¢2
≤ E0 £(LπT )2¤
≤ cE0 [LπT ] . (5.20)
Wegen (5.18), (5.19) und (5.20) gilt für









Andererseits erhalten wir aus (5.18) und





















Bemerkung 5.8 Sei (B,Ψ) ein strikt illiquider Finanzmarkt (d.h. (2.3) gilt) mit
vollständigem assoziierten Finanzmarkt, eS beschränkt, dheSi(ω) P -fast sicher äqui-
valent zum Lebesguemaß auf [0, T ] und P 0 ∈ P0. Dann ist die durch
ξ1t = 1[t,T ](t) (0 ≤ t ≤ T )
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gegebene selbstÞnanzierende Strategie mit Anfangskapital 0 zulässig im assoziierten





















ein quadratisch integrierbares P 0-Martingal ist. Wir wol-
len zeigen, daß es keine zulässige Strategie π im illiquiden Finanzmarkt mit
Rπ0 = 0 und
RπT = H
∗





eSs − LπT = H∗.
Wegen E0[H∗] = 0 ergibt dies LπT = 0 P -fast sicher. Die Pfade von π
1 sind al-




ein P 0-Supermartingal mit konstantem Erwartungswert, also ein






ein quadratisch integrierbares P 0-Martingal. Aus der Isometrie für stochastische
Integrale und der vorausgesetzten P -fast sicheren Äquivalenz von dheSi(ω) zum Le-




0 × dt fast sicher.
Dies bedeutet
Ξπt = 0 P
0 × dt fast sicher auf Ω× [0, t)
und
Ξπt = 1 P
0 × dt fast sicher auf Ω× [t, T ],
was im Widerspruch zur Stetigkeit der Pfade von Ξπ steht.
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Bemerkung 5.9 Sei nun ein Finanzmarkt mit d illiquiden Wertpapieren Ψ1, ...,Ψd
der Form
Ψi(t,ω, pi) = ψi(t, Zt(ω), p
i)













ψizj (t, z, x)dx = y
j für j = 1, ..., d
)
⊂ R2d+1
gesetzt wird, wenn es eine stetige Abbildung






ψizj(t, z, x)dx = y
j für j = 1, ..., d
gibt.
Beispiel 5.10 Für Beispiel 1.7 ist ψz = 0 und somit Annahme (1.3) nicht erfüllt.
Gleichung (2.12) zeigt, daß der realisierbare Portfoliowert fallend ist. Deswegen ist
ess. supH∗ eine untere Schranke für den Approximationspreis von H.
Beispiel 5.11 Wir betrachten nun Beispiel 1.9. Die Filtrierung sei die Augmen-
tierung der natürlichen Filtrierung der Brownschen Bewegung. Dann ist ψz = 1,
weswegen (5.7) erfüllt ist. Der illiquide Finanzmarkt ist somit approximativ voll-
ständig. Die in (5.1) deÞnierte Funktion Φ bestimmt sich zu Φ(t, z, y) = y.
Beispiel 5.12 Als letztes Beispiel sei der Spezialfall
Ψ(t,ω, p) = Zt(ω) exp(p)
von Beispiel 1.8 aufgeführt, wobei wir wieder annehmen, daß die Filtrierung die
Augmentierung der natürlichen Filtrierung der Brownschen Bewegung ist. Wir be-













Analog zum Beweis von 2. aus Korollar 5.7 kann man zeigen, daß die Zufallsvariable
H∗ = −2eST
nicht mit Hilfe von selbstÞnanzierenden Strategien, die (5.15)-(5.17) erfüllen, gleich-




In liquiden Finanzmärkten formalisiert die DeÞnition der Superreplikationsstrategie
die Idee, daß man das Risiko eines Derivats mit Fälligkeit im Zeitpunkt T dadurch
absichern kann, daß man mit Hilfe einer zulässigen Strategie einen Portfoliowert in T
erzeugt, der mindestens so groß ist, wie die durch das Derivat festgelegte Zahlungs-
verpßichtung. Das InÞmum der Anfangskapitale von Superreplikationsstrategien
eines Derivats wird Superreplikationspreis des Derivats genannt.
Wir wollen diese Idee in diesem Kapitel auf illiquide Finanzmärkte übertragen.
In realen Finanzmärkten unterscheidet man zwischen Derivaten mit Barausgleich
und solchen mit physischer Lieferung. Bei Derivaten mit Barausgleich entsteht im
Fälligkeitszeitpunkt T die Verpßichtung zu einer Barzahlung in einer durch das De-
rivat festgelegten Höhe. Bei Derivaten mit physischer Lieferung kann zusätzlich zu
dieser Barzahlungsverpßichtung noch die Verpßichtung zur Lieferung einer durch das
Derivat festgelegten Anzahl von Aktien entstehen. Wir führen einen Derivatebegriff
ein, der sowohl reale Derivate mit Barausgleich als auch solche mit physischer Liefe-
rung modellieren kann. Wir nennen eine zulässige Strategie Superreplikationsstra-
tegie eines Derivats bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes bzw. bezüglich des
Buchwertes, wenn das um die vertraglichen Verpßichtungen des Derivats modiÞzier-
te Portfolio der Strategie im Zeitpunkt T einen positiven realisierbaren Portfoliowert
bzw. einen positiven Buchwert hat. Die InÞma der realisierbaren Portfoliowerte im
Zeitpunkt 0 solcher Strategien bezeichnen wir als Superreplikationspreis des Derivats
bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes bzw. bezüglich des Buchwertes.
Wir zeigen, daß wir die Berechnung des Superreplikationspreises eines Derivats
bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes bzw. bezüglich des Buchwertes auf die
Berechnung des Superreplikationspreises eines zugeordneten Derivats mit Baraus-
gleich bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes zurückführen können. Außerdem
zeigen wir, daß der Superreplikationspreis eines Derivats mit Barausgleich bezüglich
des realisierbaren Portfoliowertes mit dem Superreplikationspreis eines zugeordneten
minimalen Derivats im assoziierten Finanzmarkt übereinstimmt, wenn der illiqui-
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de Finanzmarkt und das Derivat gewisse Regularitätsbedingungen erfüllen. Wenn
der illiquide Finanzmarkt zusätzlich vollständig ist, so erhalten wir eine Darstellung
des Superreplikationspreises des Derivats mit Barausgleich als Erwartungswert der
abdiskontierten Zahlungsverpßichtung des zugeordneten minimalen Derivats unter
dem eindeutigen äquivalenten Martingalmaß.
6.1 Superreplikation bezüglich des realisierbaren
Portfoliowertes
In diesem Abschnitt untersuchen wir die Superreplikation von Derivaten bezüglich
des realisierbaren Portfoliowertes. Dafür deÞnieren wir zunächst, was wir unter
einem Derivat verstehen.
Definition 6.1 Ein Derivat H = (HC , HS) ist ein zweidimensionaler Vektor von
Zufallsvariablen auf (Ω×R,FT ×B(R)).
Mit einem Derivat H = (HC ,HS) verbinden wir die ökonomische Bedeutung
eines Finanzinstrumentes, bei dem der Käufer des Derivats vom Verkäufer des De-
rivats im Zeitpunkt T eine Zahlung in Höhe von HC (ω, π1T (ω)) und gleichzeitig
HS (ω, π
1
T (ω)) Aktien erhält, wobei π
1
T die Aktienposition des ökonomischen Agenten
in T ist. Wir nehmen also an, daß der vor dem Übertrag der HS Aktien vorhandene
Portfoliobestand π1T des ökonomischen Agenten die Höhe der Auszahlung bestimmt.
Wie üblich stehen negative Beträge für Geld- bzw. Aktienßüsse vom Käufer des
Derivats zum ökonomischen Agenten.
Derivate H mit HS = 0 bezeichnen wir als Derivate mit Barausgleich. Für
Derivate mit Barausgleich identiÞzieren wir H und HC .
In den Beispielen am Ende dieses Abschnittes kommt π1T nur indirekt in Form
von ψ(T, ZT , π1T ) in den Derivaten vor. In allgemeineren Beispielen kann die ökono-
mische Kritik angebracht sein, daß es keinen Markt für Derivate geben kann, deren
Auszahlung von nicht öffentlich beobachtbaren Informationen abhängt.
Wir deÞnieren jetzt den Superreplikationspreis eines Derivats H bezüglich des






Definition 6.2 Sei H ein Derivat in einem illiquiden Finanzmarkt (B,Ψ). Der
Superreplikationspreis Y r(H) für H bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes ist
das InÞmum aller Anfangskapitale H0, für die es eine zulässige Strategie π mit




ψ(T, ZT , x)dx ≥ H∗C(π1T ) (6.1)
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gibt. Wir nennen eine solche Strategie π Superreplikationsstrategie von H.
Die linke Seite von (6.1) stellt den realisierbaren Portfoliowert nach Lieferung
der HS(π1T ) Aktien dar. Dieser soll größer sein als die abdiskontierte Zahlungs-
verpßichtung H∗C(π
1
T ). Der ökonomische Agent kann ein Derivat H für einen Preis,
der größer als Y r(H) ist, risikolos verkaufen. Eine Kombination des Verkaufs des
Derivats mit einer geeigneten Superreplikationsstrategie ergäbe dann nämlich eine
Arbitragemöglichkeit für den ökonomischen Agenten.
Für Derivate H mit Barausgleich vereinfacht sich (6.1) zu
RπT ≥ H∗(π1T ), (6.2)
wobei wir H und HC miteinander identiÞziert haben. Offensichtlich gilt für zwei
Derivate H1, H2 mit Barausgleich, daß
H1 ≤ H2 =⇒ Y r(H1) ≤ Y r(H2).
Folgender Satz zeigt, daß wir die Berechnung des Superreplikationspreises eines De-
rivats bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes auf die Berechnung des Superre-
plikationspreises eines Derivats mit Barausgleich bezüglich des realisierbaren Port-
foliowertes zurückführen können.
Satz 6.3 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt und H ein Derivat. Wir deÞnieren
das Derivat eH mit Barausgleich durch
eH(p) 4= BT µH∗C(p) + Z p
p−HS(p)
ψ(T, ZT , x)dx
¶
.
Dann ist π genau dann Superreplikationsstrategie bezüglich des realisierbaren Port-
foliowertes von H, wenn π Superreplikationsstrategie von eH bezüglich des realisier-
baren Portfoliowertes ist. Insbesondere gilt
Y r(H) = Y r( eH).

















Seien H1 und H2 zwei Derivate. Wenn ψ(T, ZT , x) ≥ 0 für alle x, so impliziert
Satz 6.3 insbesondere
H1 ≤ H2 =⇒ Y r(H1) ≤ Y r(H2).
Folgendes Korollar besagt, daß der Superreplikationspreis eines Derivats bezüg-
lich des realisierbaren Portfoliowertes höchstens so hoch ist, wie der Superreplikati-
onspreis des entsprechenden Derivats mit Barausgleich bezüglich des realisierbaren
Portfoliowertes.
Korollar 6.4 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt, H ein Derivat und das DerivateH mit Barausgleich durch
eH(p) 4= BT (H∗C(p) +HS(p)ψ(T,ZT , p))
gegeben. Dann gilt
Y r(H) ≤ Y r( eH).
Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Satz 6.3, da für beliebige p, y, z ∈ R
mit einem p∗ ∈ [p− y, p]Z p
p−y
ψ(T, z, x)dx = yψ(t, z, p∗) ≤ yψ(t, z, p)
gilt.
Im nächsten Satz geben wir eine obere und eine untere Schranke für den Super-
replikationspreis Y r(H) eines nach unten beschränkten Derivats H mit Barausgleich
an. Die Schranken sind InÞma der Superreplikationspreise der ZufallsvariablenH(β)
im assoziierten Finanzmarkt über alle möglichen FT - bzw. FT−-meßbaren Endbe-
stände β an Aktien. Insbesondere erhält man Y r(H), wenn diese InÞma überein-
stimmen, was z.B. der Fall ist, wenn die Filtrierung linksstetig in T ist.
In Satz 2.5 werden zulässige stetige Strategien von beschränkter Variation da-
durch ausgezeichnet, daß der realisierbare Portfoliowert ein lokales P0-Martingal ist.
Da der Endbestand von stetigen Strategien immer FT−-meßbar ist, ist es nicht ver-
wunderlich, daß diese σ-Algebra bei der Bestimmung von Superreplikationspreisen
bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes eine besondere Rolle spielt.




H(β) ≥ c für ein c ∈ R. (6.3)
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1. Für jede Superreplikationsstrategie von H gilt




E0[H∗(β)|Ft] für 0 ≤ t ≤ T,
insbesondere also
Y r(H) ≥ inf
β∈L0(FT )
Y a(H(β)).
2. Sei H0 ∈ R, β ∈ L0(FT−) und ξ eine zulässige RCLL-Strategie für den asso-
ziierten Finanzmarkt mit





Falls (5.6) erfüllt ist, so gilt
Y r(H) ≤ H0. (6.5)
3. Wenn (5.7) gilt, dann haben wir
Y r(H) ≤ inf
β∈L0(FT−)
Y a(H(β)).
Beweis. Sei π eine Superreplikationsstrategie von H und P 0 ∈ P0. Wegen (6.2)
und Satz 2.5 haben wir




eSs − LπT ≥ H∗(π1T ), (6.6)






ΞπsdeSs − LπT ¯¯¯¯Ft¸ = Rπt + E0 ·Z T
t
ΞπsdeSs − (LπT − Lπt )¯¯¯¯Ft¸
≥ E0[H∗(π1T )|Ft],
woraus wegen der Zulässigkeit von π 1. folgt.




ξ1sdeSs mit Anfangskapital H0, beliebigem Aktienanfangsbestand α ∈ R und
Aktienendbestand β gleichmäßig approximierbar. Also gibt es für jedes ε > 0 eine
Superreplikationsstrategie π von H mit Rπ0 = H0 + ε, π
1
0 = α und π
1
T = β, woraus
2. folgt.
Wenn (5.7) erfüllt ist, so läßt sich das gleiche Argument für jedes β ∈ L0(FT−)
und jede Superreplikationsstrategie vonH(β) im assoziierten Finanzmarkt anführen,
weswegen 3. folgt.
Bemerkung 6.6 Man beachte, daß wir den Anfangsaktienbestand α der im Beweis
konstruierten Superreplikationsstrategien frei aus R wählen konnten.
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Sei H ∈ L0(FT ) ein nach unten beschränktes Derivat mit Barausgleich, welches
nicht vom Aktienbestand des ökonomischen Agenten abhängt. Ferner sei der as-
soziierte Finanzmarkt vollständig, (5.7) erfüllt und P ∗ das eindeutige Maß aus P∗.
Wegen 1. und 3. folgt, daß
Y r(H) = E∗[H∗].
Wir geben jetzt ein Kriterium an, aus dem folgt, daß die beiden InÞma aus Satz
6.5 übereinstimmen.
Proposition 6.7 Sei Q eine Menge zu P äquivalenter Wahrscheinlichkeitsmaße,
h : Rd × R → R nach oben halbstetig und eZ eine FT−-meßbare Rd-wertige Zufalls-

















EQ[h( eZ, β)] = sup
Q∈Q
EQ[h∗( eZ)]. (6.7)
Beweis. Wir bemerken zuerst, daß h∗ nach Proposition 7.34 in Bertsekas und










EQ[h( eZ,β)] ≥ sup
Q∈Q
EQ[h∗( eZ)]. (6.8)
Nach einem Resultat über meßbare Auswahl (Proposition 7.34 in Bertsekas und
Shreve [6]) gibt es eine Folge von Borel-meßbaren Funktionen (φn)n∈N, φn : Rd → R
mit
h(z,φn(z)) ≤ h∗(z) + 1
n
, wenn h∗(z) > −∞ und (6.9)
h(z,φn(z)) ≤ −n, wenn h∗(z) = −∞.
Aus h∗( eZ) > −∞ und (6.9) erhalten wir
sup
Q∈Q
EQ[h( eZ,φn( eZ))] ≤ sup
Q∈Q




Da φn( eZ) FT−-meßbar ist, folgt (6.7) aus (6.8) und (6.10).
Zusammen ergeben Satz 6.5 und Proposition 6.7 folgenden Satz, der es in vie-
len praktisch relevanten Fällen ermöglicht, Superreplikationspreise von Derivaten
bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes zu berechnen.
Satz 6.8 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt der (5.7) erfüllt. Des weiteren sei
H ein Derivat mit Barausgleich der Form
H(p) = BTh( eZ, p)
mit h : Rd × R → R nach oben halbstetig und einer FT−-meßbaren Rd-wertigen






Falls BTh∗( eZ) nach unten beschränkt ist, so gilt:
1.





Rπt ≥ ess. sup
P0∈P0
E0[h∗( eZ)|Ft]
für alle 0 ≤ t ≤ T und für jede Superreplikationsstrategie π von H.
Beweis. Die Behauptung folgt aus einer Kombination von Satz 6.5 mit Propo-
sition 6.7.
Bemerkung 6.9 Wegen Bemerkung 6.6 hätten wir für die Derivate aus Satz 6.8
in der DeÞntion der Superreplikationsstrategie zusätzlich
π10 = α
für ein beliebiges α ∈ R fordern können, ohne den Superreplikationspreis zu verän-
dern.
Die Bedingung der FT−-Meßbarkeit von eZ ist z.B. für eZ = (ZT , BT ) erfüllt.
Die erste Aussage von Satz 6.8 besagt, daß sich der Superreplikationspreis von H
bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes als Superreplikationspreis der minimalen
Zufallsvariable BTh∗( eZ) im assoziierten Finanzmarkt bestimmen läßt.
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Sei nun der assoziierte Finanzmarkt vollständig, P ∗ ∈ P∗, H1 = BTh1( eZ1, p) und
H2 = BTh2( eZ2, p) Derivate wie in Satz 6.8 und λ ≥ 0. Wegen






und entsprechenden Gleichungen für H2, H1 +H2 und λH1 gilt
Y r(H1) + Y
r(H2) ≤ Y r(H1 +H2)
Y r(λH1) = λY
r(H1).
Insbesondere gilt
Y r(H1) ≤ −Y r(−H1),
wenn H2 = −H1 ist. Der Verkaufspreis des Derivats mit Barausgleich ist also niedri-
ger als der Kaufpreis. Dieses auf den ersten Blick der ökonomischen Intuition wider-
sprechende Ergebnis, ist auf einfache Weise durch die Manipulationsmöglichkeiten
des ökonomischen Agenten erklärbar. Man beachte, daß sich Superreplikationsprei-
se in unvollständigen Finanzmärkten im Gegensatz dazu subadditiv verhalten (vgl.
z.B. El Karoui und Quenez [15]).
Wir können jetzt die Sätze 6.8 und 6.3 kombinieren, um Superreplikationspreise
von Derivaten zu berechnen, für die nicht notwendigerweise HS = 0 ist. Dabei gilt
Bemerkung 6.9 entsprechend auch hier.
Korollar 6.10 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt der (5.7) erfüllt. Ferner sei
H ein Derivat,
H∗C(p) = hC( eZ, p)
und
HS(p) = hS( eZ, p)
mit Borel-meßbaren Funktionen hC und hS : Rd × R→ R und einer FT−-meßbaren
Rd-wertigen Zufallsvariablen eZ, so daß die durch
h(z1, z2, p)
4




deÞnierte Funktion h : (Rd × R× R) → R nach oben halbstetig ist. Wir deÞnieren







Falls BTh∗( eZ,ZT ) nach unten beschränkt ist, so gilt
1.
Y r(H) = Y a
³
BTh
∗( eZ,ZT )´ .
2.
Rπt ≥ ess. sup
P 0∈P0
E0[h∗( eZ,ZT )|Ft]
für alle 0 ≤ t ≤ T und für jede Superreplikationsstrategie π von H.
Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus einer Kombination der Sätze 6.8 und
6.3, wobei wir noch bemerken, daß ZT wegen der Stetigkeit von Z die benötigte
FT−-Meßbarkeit aufweist.
Wir fahren mit einigen Beispielen fort. Der Einfachheit halber beschränken wir









(0 ≤ t ≤ T ) (6.11)
mit einer Brownschen Bewegung W setzen:
(B,Ψ) mit Ψ(t,ω, p) = Zt(ω) + (1+ tanh p) , (6.12)








(B,Ψ) mit Ψ(t,ω, p) = Zt(ω) + p. (6.14)
Ferner sei die betrachtete Filtrierung die Augmentierung der natürlichen Filtrierung
der Brownschen Bewegung und P ∗ ∈ P∗.
Die Finanzmärkte (6.12) und (6.13) unterscheiden sich in einem Punkt wesentlich
vom Finanzmarkt (6.14). Bei letzterem ist der Preiseinßuß für festes (ω, t) unbe-
schränkt, bei den anderen beschränkt. Die ersten beiden Finanzmärkte beschreiben
also Situationen, in denen der ökonomische Agent eine unbeschränkt große Position
eingehen kann, ohne den Preis ins Unendliche zu beeinßussen. Alternativ kann man
diese Finanzmärkte auch als Finanzmärkte eines mittelgroßen Investors ansehen.
Diese Finanzmärkte sind im Vergleich zum dritten näher an den kompetetiven Fi-
nanzmärkten, bei denen Preisabweichungen ein unendlich großes Angebot bzw. eine
unendlich große Nachfrage mit sich bringen.
Beispiel 6.11 (Kaufoption mit Barausgleich bei unbeschränktem Preiseinßuß des
ökonomischen Agenten) Sei H(p) = (BTψ(T, ZT , p) − c)+. Im Finanzmarkt (6.14)
errechnen wir
h∗(b, z) = inf
p
µh





woraus sofort Y r(H) = 0 folgt. Der ökonomische Agent kann den inneren Wert der
Aktie immer auf 0 manipulieren. Man beachte, daß
h(b, z, p) =
h
z + p− c
b
i+
nur für b 6= 0 deÞniert ist. Um Satz 6.8 formal anzuwenden, können wir die Variableeb = ln b einführen und dann die Funktion




Beispiel 6.12 (Kaufoption mit Barausgleich bei beschränktem Preiseinßuß des öko-
nomischen Agenten) Sei erneut H(p) = (BTψ(T,ZT , p) − c)+. Im Finanzmarkt
(6.12) erhalten wir
h∗(b, z) = inf
p
µh
















d.h. der Preis der Option wird durch eine gewöhnliche Black-Scholes-Formel be-
schrieben, wenn der Prozeß der kurzfristigen Zinssätze r deterministisch ist. Im
Finanzmarkt (6.13) erhalten wir








Dies entspricht dem Black-Scholes-Preis mit Anfangsaktienkurs 1
2
Z0. Wir nehmen
jetzt an, daß der ökonomische Agent die Kaufoption kaufen möchte, also H =
−(BTψ(T, ZT , p)− c)+. Dann gilt im Finanzmarkt (6.12), daß














Bei deterministischem Prozeß r der kurzfristigen Zinsraten und c
b
≥ 2 erhalten
wir den Absolutbetrag des Superreplikationspreises aus der Black-Scholes-Formel mit
einem um 2BT verringerten Basispreis.
85
Beispiel 6.13 (Terminkauf mit Barausgleich) Sei H(p) = (BTψ(T, ZT , p)− c). Im
Finanzmarkt (6.14) können wir Satz 6.8 nicht direkt anwenden, weil
BTh
∗(BT , ZT ) ≡ −∞
nicht nach unten beschränkt ist. Durch das Betrachten der Derivate H(p) ∨ −n
erhalten wir wegen der Monotonie der Superreplikationspreise bezüglich des reali-
sierbaren Portfoliowertes in den Derivaten mit Barausgleich, daß Y r(H) = −∞. Es
gibt also kein endliches c, so daß der Kontrakt heute einen Wert von 0 hat. Im
Finanzmarkt (6.12) erhalten wir











Beispiel 6.14 (Barausgleich bei Quadratoption) Sei H(p) = BTψ2(T, ZT , p). Im
Finanzmarkt (6.14) erhält man Y r(H) = 0. Im Gegensatz zu den vorigen Beispielen,
ist es in diesem Beispiel für den ökonomischen Agenten nicht sinnvoll, unendlich
viele Aktien zu kaufen oder zu verkaufen.
Beispiel 6.15 (Terminkauf mit physischer Lieferung) Sei HC = −c, HS = 1. Für
den Finanzmarkt (6.14) ergibt sich




















Eine Argumentation wie in Beispiel 6.13 zeigt, daß auch mit physischer Lieferung
Y r(H) = −∞ gilt. Im Finanzmarkt (6.12) erhalten wir













weswegen auch bei physischer Lieferung (6.15) gilt.
Beispiel 6.16 (Kaufoption mit physischer Lieferung) Sei HC(p) = −c1BTψ(T,ZT ,p)>c
und HS(p) = 1BTψ(T,ZT ,p)>c. Im Finanzmarkt (6.12) ergibt sich
























und konstant gleich 0 aufn
(b, z, p)
¯¯¯





Sei (bn, zn, pn)n∈N ⊂ G eine beliebige Folge mit limn→∞(bn, zn, pn) = (b∗, z∗, p∗), so
daß
z∗ + (1+ tanh p∗)− c
b∗
= 0.



















+ z∗ + 1+ tanh p∗ = 0,
weswegen h nach oben halbstetig ist. Mit der implizit für z − c
b
∈ (−2, 0) durch
z + (1+ tanhφ(b, z))− c
b
= 0
deÞnierten Funktion φ gilt:












+ z + 1+
R φ(b,z)
φ(b,z)−1 tanh xdx < 0 für z − cb ∈ (−2, 0)




Ein Vergleich mit Beispiel 6.12 zeigt, daß die Kaufoption mit physischer Lieferung
in diesem illiquiden Finanzmarkt billiger zu superreplizieren ist als die entsprechende
Option mit Barausgleich.
6.2 Superreplikation bezüglich des Buchwertes
Wir beschäftigen uns in diesem Abschnitt mit der Superreplikation eines Derivats
bezüglich des Buchwertes. Es zeigt sich, daß sich auch dieses Problem als Superre-
plikationsproblem eines Derivats bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes refor-
mulieren läßt, weswegen die Sätze 6.5 und 6.8 auch hier indirekt angewendet werden
können.
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Die Artikel von Frey [19] und Schönbucher undWilmott [31] beschäftigen sich mit
der Duplikation eines Derivats mit Barausgleich bezüglich des Buchwertes in einem
illiquiden Finanzmarkt. Schönbucher und Wilmott leiten eine nichtlineare partielle
Differentialgleichung her, die der Buchwertprozeß einer replizierenden Strategie in
Abhängigkeit des Aktienkurses und der Zeit erfüllen muß. Sie zeigen weder Lös-
barkeit der partiellen Differentialgleichung noch Eindeutigkeit einer Lösung. Frey
leitet eine quasilineare partielle Differentialgleichung für die Duplikationsstrategie
her. Ihm gelingt es unter gewissen Regularitätsannahmen, Lösbarkeit und Ein-
deutigkeit für diese partielle Differentialgleichung zu zeigen. Da Frey Modelle mit
einer geometrischen Brownschen Bewegung Z als Zustandsprozeß betrachtet, setzt
er voraus, daß sich die duplizierende Aktienposition als (f(t, Zt))0≤t≤T mit einer
C1,2-Funktion f schreiben läßt. Im allgemeinen dürfte die quadratische Variation
seiner Duplikationsstrategie also nicht verschwindend sein. Obige Überlegungen ha-
ben gezeigt (vgl. Satz 2.5), daß der realisierbare Portfoliowert in strikt illiquiden
Finanzmärkten (d.h. (2.3) gilt) im Mittel unter einem äquivalenten Martingalmaß
sinkt, wenn die quadratische Variation der verwendeten Strategie ansteigt. Dies
legt die Vermutung nahe, daß solche Strategien für ein Superreplikationsproblem
bezüglich des Buchwertes nicht optimal sind.
Zuerst präzisieren wir, was wir unter einer Superreplikation eines Derivats be-
züglich des Buchwertes verstehen.
Definition 6.17 Sei H ein Derivat in einem illiquiden Finanzmarkt (B,Ψ). Der
Superreplikationspreis Y p(H) bezüglich des Buchwertes ist das InÞmum aller An-
fangskapitale H0, für die es eine zulässige Strategie π gibt, so daß





ψ(T, ZT , π
1
T −HS(π1T )) ≥ H∗C(π1T ). (6.16)
Wir nennen eine solche Strategie Superreplikationsstrategie von H bezüglich des
Buchwertes.
Gleichung (6.16) bedeutet, daß das Portfolio des ökonomische Agenten nach
Zahlung von HC und Lieferung der HS Aktien einen nicht negativen Buchwert hat.
Für Derivate H mit Barausgleich lautet (6.16)
V πT ≥ H∗(π1T ).
Satz 6.18 Sei H ein Derivat in einem illiquiden Finanzmarkt (B,Ψ). Wir deÞnie-







xψ(T, ZT , dx)
+ pψ(T,ZT , p)− (p−HS(p))ψ(T, ZT , p−HS(p)).
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Dann ist π genau dann Superreplikationsstrategie bezüglich des Buchwertes von H,
wenn π Superreplikationsstrategie von eH bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes
ist. Insbesondere gilt
Y p(H) = Y r( eH).
Beweis. Die Äquivalenz der beiden Superreplikationsprobleme folgt aus














RπT ≥ H∗C(π1T ) +
Z π1T
0












ψ(T, ZT , π
1
T −HS(π1T )) ≥ H∗C(π1T ).
Für Derivate H mit Barausgleich vereinfacht sich die DeÞnition von eH zu





Mit Hilfe der Sätze 6.18 und 6.8 kann man Superreplikationspreise bezüglich des
Buchwertes für Derivate bestimmen. Wir beschränken uns dabei exemplarisch auf
Derivate mit Barausgleich in illiquiden Finanzmärkten mit vollständigem assoziier-
ten Finanzmarkt.
Korollar 6.19 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt, der assoziierte Finanzmarkt















(0 ≤ t ≤ T ).
(6.17)
Dann gilt für jedes durch ein nach unten beschränktes H ∈ L1(P ∗) ∩ L0(FT ) gege-
benes Derivat mit Barausgleich, daß
Y p(H) = E∗[H∗]− F0. (6.18)
Für jede Superreplikationsstrategie π von H bezüglich des Buchwertes ist
Rπt ≥ E∗[H∗|Ft]− Ft (0 ≤ t ≤ T ). (6.19)
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Da ψp > 0 ist, ist die Funktion h auf [0,∞) fallend und auf [−∞, 0) steigend in p,















Nach Proposition 7.34 in Bertsekas und Shreve [6] gibt es eine Folge von Borel-
meßbaren Funktionen (φn)n∈N, φn : R→ R mit (n ∈ N)
φn+1 ≤ φn,
h(z,φn(z)) ≤ h∗(z) + 1
n
, wenn h∗(z) > −∞ und
h(z,φn(z)) ≤ −n, wenn h∗(z) = −∞.
Deswegen folgt aus ZT ∈ L0(FT−), Satz 6.18, Satz 6.5 und dem Satz über monotone
Integration, daß


























E∗[max (H∗ − FT ,−n)]
= E∗[H∗]− F0. (6.20)
Die Ungleichung (6.19) folgt mit Hilfe von Satz 6.18 analog zum Beweis von 1. von
Satz 6.5. Aus (6.19) und (6.20) ergibt sich nun auch (6.18).
Bemerkung 6.20 Aussage (6.18) impliziert für ein Derivat H mit Barausgleich in
einem strikt illiquiden Finanzmarkt (d.h. (2.3) gilt), daß
Y p(H) < Y r(H)
gilt. Dies ist dadurch erklärbar, daß der ökonomische Agent sowohl durch ein suk-
zessives Aufbauen eines großen positiven Aktienbestands seinen Buchwert künstlich
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nach oben manipulieren kann als auch durch das sukzessive Aufbauen einer großen
Leerverkaufsposition, da durch ein zusätzliches Verkaufen der Aktie der negative
Wert der bisherigen Position kleiner wird. Insbesondere ist der Superreplikations-
preis für H = 0 gleich
−F0 < 0. (6.21)
Dies zeigt, daß es in jedem strikt illiquiden Finanzmarkt Arbitrage bezüglich des
Buchwertes gibt. Man sieht, daß Y p(H) nicht sinnvoll als Preis von H interpretiert
werden kann.
Korollar 6.21 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt, der assoziierte Finanzmarkt
vollständig, (5.7) erfüllt und P ∗ ∈ P∗. Des weiteren sei H ein Derivat mit Baraus-
gleich der Form
H∗(p) = h( eZ, p)
mit einer nach oben halbstetigen Abbildung h : Rd×R→ R und einer FT−-meßbaren














h∗( eZ,ZT )´+ ∈ L1(P ∗), so gilt
1.
Y p(H) = E∗
h
h∗( eZ,ZT )i .
2.
Rπt ≥ E∗[h∗( eZ,ZT )|Ft]
für alle 0 ≤ t ≤ T und für jede Superreplikationsstrategie bezüglich des Buch-
wertes π von H.









nach oben halbstetig. Aus den Sätzen 6.18 und 6.8 und dem Satz über monotone
Integration folgt


















= E∗[h∗( eZ,ZT )]. (6.23)
Die zweite Behauptung folgt mit Hilfe von Satz 6.18 analog zum Beweis von 1. von
Satz 6.5. Die erste Behauptung erhalten wir aus einer Kombination von 2. mit
(6.23).
Bemerkung 6.22 Nach den Bemerkungen 6.6 und 6.9 hätten wir den Anfangsbe-
stand an Aktien der in den Beweisen der Korollare 6.19 und 6.21 implizit konstru-
ierten Superreplikationsstrategien beliebig vorgeben können. Deshalb hätten wir für
die Derivate aus diesen Korollaren in der DeÞnition der Superreplikationsstrategie
bezüglich des Buchwertes zusätzlich
π10 = α
für ein beliebiges α ∈ R fordern können, ohne ihren Superreplikationspreis bezüglich
des Buchwertes zu verändern.
Sei (B,Ψ) ein strikt illiquider Finanzmarkt (d.h. (2.3) gilt), (5.7) erfüllt, der
assoziierte Finanzmarkt vollständig, P ∗ ∈ P∗ und H ein Derivat mit Barausgleich
wie in Korollar 6.19 oder 6.21 mit Y p(H) > −∞. Dann ist jede zulässige Du-
plikationsstrategie π mit Anfangskapital H0, die mit positiver Wahrscheinlichkeit
nicht verschwindende quadratische Variation hat, suboptimal für das Superreplika-
tionsproblem bezüglich des Buchwertes. Nach Satz 2.5 gilt dann nämlich mit der





eSs − LπT = H∗(π1T )− Z π1T
0
xψ(T, ZT , dx).
Also übersteigt H0 den Superreplikationspreis um mindestens E∗[LπT ] > 0. Insbeson-
dere gilt dies für alle Duplikationsstrategien aus Frey [19], die nicht deterministisch
sind. Das Phänomen, daß eine Duplikation teurer als eine Superreplikation sein
kann, ist aus Finanzmärkten mit Transaktionskosten bekannt (vgl. Bensaid, Les-
ne, Pagès und Scheinkman [5], Cvitani´c, Shreve und Soner [10] und Levental und
Skorohod [27]).
Beispiel 6.23 Wir betrachten den illiquiden Finanzmarkt (B,Ψ) mit
Ψ(t,ω, p) = p+ (Wt(ω) + µt) = p+ Zt(ω)
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mit einer Brownschen Bewegung W und Zt
4
=Wt + µt. Die Filtrierung sei die Aug-
mentierung der natürlichen Filtrierung der Brownschen Bewegung. Wir betrachten
das durch
H∗(ZT , p) = (p+ ZT )
2 = ψ2(t, z, p)
gegebene Derivat mit Barausgleich. Dann sind die Voraussetzungen von Korollar






















errechnet. Somit haben wir mit P ∗ ∈ P∗, daß
Y p(H) = E∗[h∗(ZT )] = E∗[−Z2T ] = −T.
Hierbei wurde ausgenutzt, daß Z unter dem äquivalenten Martingalmaß P ∗ eine
Brownsche Bewegung ist. Die optimale Grenzstrategie hat in T einen realisierbaren
Portfoliowert von −Z2T und eine Aktienposition von −2ZT . Man beachte, daß Y im
Gegensatz zum Superreplikationspreis von H∗ = 0 in diesem Finanzmarkt endlich




Wir betrachten in diesem Kapitel die Probleme der Portfoliooptimierung des ökono-
mischen Agenten, bei denen dieser seinen Nutzen aus einem Konsumplan bezieht.
Das Ziel des ökonomischen Agenten besteht darin, seinen erwarteten Nutzen entwe-
der unter der Nebenbedingung, daß der realisierbare Portfoliowert in T nicht negativ
ist oder unter der Nebenbedingung, daß der Buchwert in T nicht negativ ist, zu ma-
ximieren. Dabei umfaßt unsere Untersuchung sowohl zustandsabhängige als auch
unstetige Nutzenfunktionen.
In Satz 7.9 zeigen wir, daß der optimale Nutzen aus dem realisierbaren Port-
foliowert mit dem optimalen Nutzen des analogen Portfoliooptimierungsproblems
im assoziierten Finanzmarkt mit gleichem Anfangskapital übereinstimmt, wenn die
indirekte Nutzenfunktion des Nutzenmaximierungsproblems im assoziierten Finanz-
markt linksstetig ist. Außerdem zeigen wir, daß sich der optimale Nutzen aus dem
Buchwert dann als optimaler Nutzen des analogen Problems im assoziierten Finanz-
markt mit erhöhtem, explizit gegebenem Anfangskapital berechnen läßt.
Der Beweis dieses Satzes ergibt sich aus der vorausgesetzten Monotonie der Nut-
zenfunktion in den Konsumplänen und der Charakterisierung der Superreplikati-
onspreise im illiquiden Finanzmarkt als Superreplikationspreise im assoziierten Fi-
nanzmarkt. Dabei setzen wir natürlich die für diese Charakterisierung notwendigen
Regularitätsbedingungen voraus. Der Beweis zeigt außerdem, wie man optimierende
Folgen von Strategien für die Portfoliooptimierungsprobleme im illiquiden Finanz-
markt konstruieren kann.




7.1 Konsumpläne in illiquiden Finanzmärkten
Wir wollen das Portfoliooptimierungsproblem für allgemeine Nutzenfunktionen, die
von einem Konsumplan auf [0, T ] abhängen können, untersuchen. Dafür müssen
wir einige Begriffe und Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel auf Strategien, die
einen Konsumplan Þnanzieren, verallgemeinern.
Wir deÞnieren die Mengen
M+ 4= {c : [0, T ]→ [0,∞)|c ist wachsend und rechtsstetig}
und
C 4= ©C : (Ω,F)→ (M+,B(M+)) | (Ct)0≤t≤T ist adaptiertª .
Hierbei ist B(M+) die von der schwachen Topologie erzeugte Borel-σ-Algebra auf
M+. Wir können also C mit der Menge der endlichen, positiven optionalen Maße
auf [0, T ] identiÞzieren.
Definition 7.1 Eine Strategie π Þnanziert den Konsumplan C in einem illiquiden
Finanzmarkt (B,Ψ), wenn









dCs für 0 ≤ t ≤ T.
Die Strategie π hat Anfangskapital w0, wenn
Rπ0 + C0 = w0.





eSt) = ξ1t−deSt − dC∗t . (7.1)




eS0 + C0 = w0.
Es gilt folgende Erweiterung des Numéraire-Invarianzprinzips aus Proposition
1.13.
Proposition 7.2 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt. Eine Strategie π Þnanziert
genau dann denn Konsumplan C, wenn
d(BtπtSt) = πt−d(BtSt)− dCt. (7.2)
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Eine Strategie ξ im assoziierten Finanzmarkt Þnanziert genau dann den Konsumplan
C im assoziierten Finanzmarkt, wenn
d(ξ0tBt + ξ
1
tBt eSt) = ξ1t−d³Bt eSt´− dCt.
Beweis. Sei π selbstÞnanzierend. Dann berechnen wir:
d(BtπtSt) = Btd(πtSt) + πt−St−dBt
= Btπt−dSt −BtdC∗t + πt−St−dBt
= πt−d(BtSt)− dCt.
Eine analoge Rechnung zeigt, daß d(πtSt) = d( 1BtBtπtSt) = πt−dSt − dC∗t , wenn
(7.2) gilt. Der Beweis für den assoziierten Finanzmarkt verläuft ebenfalls analog.
Mit Hilfe der nächsten Proposition kann man die Sätze 2.5, 6.5 sowie das Korollar
6.19 auf selbstÞnanzierende Strategien mit Konsum anwenden.
Proposition 7.3 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt.
1. Die Strategie ξ im assoziierten Finanzmarkt Þnanziere den Konsum C. Ferner
sei eξ die ξ eineindeutig zugeordnete selbstÞnanzierende Strategie mit
eξ1 = ξ1 undeξ00 = ξ00 .
Dann gilt ³eξ0t + eξ1t eSt´− ³ξ0t + ξ1t eSt´ = C∗t − C∗0 für 0 ≤ t ≤ T.
2. Die Strategie π Þnanziere den Konsum C. Ferner sei eπ die π eineindeutig
zugeordnete selbstÞnanzierende Strategie mit
eπ1 = π1 undeπ00 = π00.
Dann gilt
Reπt −Rπt = V eπt − V πt = C∗t − C∗0 für 0 ≤ t ≤ T.
Beweis. Die Behauptungen folgen direkt aus
eξ0t − ξ0t = C∗t − C∗0 für alle 0 ≤ t ≤ T (7.3)
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bzw.
eπ0t − π0t = C∗t − C∗0 für alle 0 ≤ t ≤ T.
Dabei ist noch zu beachten, daß wegen (7.3) und der RCLL-Eigenschaft von C (1.15)
genau dann für eξ erfüllt, wenn (1.15) für ξ erfüllt ist.
Wegen Proposition 7.3 in Verbindung mit Satz 2.5 ist folgende DeÞnition natür-
lich. Hierbei ist Ξ wie in Satz 2.5 deÞniert.
Definition 7.4 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt. Eine Strategie π heißt zu-
lässig für einen Konsum C, wenn sie C Þnanziert und es ein c∈ R gibt, so daßZ t
0
Ξπsd
eSs ≥ c für alle t ∈ [0, T ].
Entsprechend heißt eine Strategie ξ im assoziierten Finanzmarkt zulässig für einen
Konsum C, wenn sie C Þnanziert und es ein c∈ R gibt, so daßZ t
0
ξ1sd
eSs ≥ c für alle t ∈ [0, T ].
7.2 Portfoliooptimierung
Wir führen Portfoliooptimierungsprobleme mit Randbedingungen für den realisier-
baren Portfoliowert bzw. den Buchwert ein. Mit Hilfe der expliziten Darstellungen
der Superreplikationspreise aus Satz 6.5 und Korollar 6.19 zeigt sich, daß diese Pro-
bleme im wesentlichen äquivalent zu einem Portfoliooptimierungsproblem im asso-
ziierten Finanzmarkt sind.
Wir betrachten eine zustandsabhängige Nutzenfunktion der Form
U : (Ω×M+,F × B(M+))→
¡
R,B(R)¢ . (7.4)
Eine ausgiebige Diskussion solcher allgemeiner Nutzenfunktionen mit weiteren Lite-
raturhinweisen Þndet sich in Bank [3]. Die Halbordnung ¹ auf C ist durch
C ¹ eC ⇐⇒ ³ eC − C´ ∈ C
deÞniert. Wir nehmen an, daß U monoton bezüglich ¹ ist, d.h.
C ¹ eC und U−(C) ∈ L1(P )⇒ U−( eC) ∈ L1(P ) und E[U(C)] ≤ E[U( eC)]. (7.5)
Ferner nehmen wir an, daß
U−(C) ∈ L1(P ) für C ≡ ε mit ε > 0. (7.6)
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Beispiel 7.5 Das klassische Beispiel einer Präferenzstruktur, die nur Konsum im
Endzeitpunkt würdigt, kann durch die Nutzenfunktion
U(C)
4
= u(CT ) (7.7)
mit einer monoton steigenden, stetigen konkaven Funktion u : [0,∞)→ R beschrie-
ben werden. Wegen der vorausgesetzten Positivität des Prozesses r der kurzfristigen
Zinsraten, ist es nie vorteilhaft vor T zu konsumieren, so daß das Optimierungspro-
blem mit der Nutzenfunktion u(CT −CT−) äquivalent zu dem durch (7.7) gegebenen
ist. Das dazugehörige Portfoliooptimierungsproblem in einem liquiden Finanzmarkt
kann häuÞg mit Hilfe eines Martingalansatzes oder einer Hamilton-Jacobi-Bellman-
Gleichung gelöst werden (vgl. Duffie [14] für einen Überblick über diese Lösungsme-
thoden und die zugehörige Literatur).
Beispiel 7.6 Die Probleme des Quantil-Hedgings und des effizienten Hedgings ei-
ner Zufallsvariablen H ≥ 0 können als Nutzenmaximierungsprobleme mit einer
zustandsabhängigen Nutzenfunktion formuliert werden (vgl. Föllmer und Leukert







= −l ¡(H − CT )+¢ (7.9)
mit einer steigenden konvexen Funktion l : [0,∞) → R für Quantil-Hedging bzw.
effizientes Hedging mit Verlustfunktion l. Wir nehmen an, daß E[l(H)] <∞, woraus
insbesondere folgt, daß (7.6) erfüllt ist.
Beispiel 7.7 Ein Vorteil von allgemeinen Nutzenfunktionen der Form (7.4)-(7.6)
ist, daß solche Nutzenfunktionen im Gegensatz zu Nutzenfunktionen, die nur von
Konsumraten abhängen, die natürliche Eigenschaft der zeitlich lokalen Substituier-
barkeit des Konsums haben können (vgl. Hindy, Huang und Kreps [22] und Hindy







u (t, Y (C)(t)) dt (7.10)












u : [0, T ]× [0,∞)→ R
steigend und konkav im zweiten Argument und stetig, η ≥ 0 eine Konstante und
β : [0, T ] → (0,∞) eine stetige Funktion. In Bank und Riedel [4] wird das Nut-
zenmaximierungsproblems bei Hindy-Huang-Kreps-Präferenzen in liquiden Finanz-
märkten mit Hilfe eines verallgemeinerten Kuhn-Tucker-Prinzips gelöst.
Wir können jetzt unsere Portfoliooptimierungsprobleme formulieren:
Definition 7.8 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt. Der optimale Nutzen im











eS0 + C0 ≤ w0, so daß ξ0T + ξ1T eST ≥ 0 und U−(C) ∈ L1(P )o . (7.11)
Der optimale Nutzen im illiquiden Finanzmarkt bezüglich des realisierbaren Port-







Cr(w0) 4= {C ∈ C |∃π zulässig für C mit Rπ0 + C0 ≤ w0,
so daß RπT ≥ 0 und U−(C) ∈ L1(P )
ª
. (7.13)
Der assoziierte Finanzmarkt sei vollständig. Der optimale Nutzen im illiquiden








Cp(w0) 4= {C ∈ C |∃π zulässig für C mit Rπ0 + C0 ≤ w0,




Normalerweise ist die Portfoliooptimierung mit der Nebenbedingung eines nicht
negativen realisierbaren Portfoliowertes das für den ökonomischen Agenten relevan-
tere Problem. Der realisierbare Portfoliowert läßt sich nämlich im Gegensatz zum
Buchwert mit Hilfe einer idealisierten, unendlich schnellen aber nicht instantanen
Liquidationsstrategie risikolos in realen Konsum umwandeln.
In manchen Situationen kann auch eine Portfoliooptimierung bezüglich der Buch-
wertnebenbedingung von Bedeutung sein. So wird z.B. ein Fondsmanager darauf
achten, an bestimmten Zeitpunkten eine optisch möglichst gute Performance zu er-
zielen, indem er den Buchwert seines Portfolios in diesen Zeitpunkten maximiert.
Ähnliches gilt für einen Händler in einer Handelsabteilung einer Bank, dessen Gehalt
eine performanceabhängige Komponente aufweist.
Wegen Annahme (7.6) sind Ca(w0) und Cr(w0) für beliebige w0 > 0 nicht leer.
Wenn der assoziierte Finanzmarkt vollständig ist und (5.7) erfüllt ist, so ist der
Konsumplan C ≡ ε mit 0 < ε < w0 + F0 nach Korollar 6.19 in Verbindung mit
Proposition 7.3 in Cp(w0).
Sei ξ bzw. π eine Strategie wie in (7.11), (7.13) bzw. (7.14). Dann sehen wir




eS0 + Z T
0













s − LπT − (C∗T − C∗0) +
Z π1T
0
xψ(T,ZT , dx) ≥ 0. (7.17)
Aus (7.15), (7.16) bzw. (7.17) folgt wegen der Zulässigkeit von ξ bzw. π und der




eS0 + Z t
0
ξsdeSs ≥ 0 für 0 ≤ t ≤ T,
Rπt ≥ 0 für 0 ≤ t ≤ T
bzw.
Rπt ≥ −Ft für 0 ≤ t ≤ T.
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Der nächste Satz zeigt, daß der optimale Nutzen des ökonomischen Agenten be-
züglich des realisierbaren Portfoliowertes gleich dem optimalen Nutzen des analogen
Optimierungsproblems im assoziierten Finanzmarkt mit gleichem Anfangskapital
ist. Dieses Ergebnis hat zwei ökonomische Aspekte.
Einerseits wird der Nutzen des ökonomischen Agenten nicht dadurch verringert,
daß der Markt auf eine Order des ökonomischen Agenten reagiert, bevor diese aus-
geführt wird. Der ökonomische Agent kann diese negativen Einwirkungen nach Satz
2.5 vermeiden, indem er stetige Handelsstrategien von beschränkter Variation ver-
wendet. Dies steht im Gegensatz zu der Verringerung des optimalen Nutzens bei der
Einführung von proportionalen Transaktionskosten in einen gewöhnlichen Finanz-
markt (vgl. z.B. Constantinides [8], Davis und Norman [12] und Shreve und Soner
[32]).
Andererseits ist der ökonomische Agent nicht in der Lage, seine Marktmacht
auszunutzen. Für jede zulässige Strategie π mit Konsum hat nämlich die durch Ξπ
induzierte zulässige Strategie im assoziierten Finanzmarkt mit dem relevanten An-
fangskapital und dem gleichen Konsum immer einen abdiskontierten Portfoliowert,
der mindestens so groß ist wie der realisierbare Portfoliowert der ursprünglichen
Strategie.
Der folgende Satz besagt außerdem, daß sich der optimale Nutzen bezüglich des
Buchwertes als optimaler Nutzen des analogen Optimierungsproblems im assoziier-
ten Finanzmarkt mit erhöhtem Anfangskapital bestimmen läßt. Insbesondere ist der
ökonomische Agent in der Lage, seinen Buchwert gewinnbringend zu manipulieren.
Zusätzlich zeigt der Beweis, wie man optimierende Folgen von Strategien kon-
struieren kann.
Satz 7.9 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt, w0 > 0, die Bedingung (5.7) erfüllt
und Ua linksstetig in w0. Dann ist
U r(w0) = U
a(w0). (7.18)
Wenn zusätzlich der assoziierte Finanzmarkt vollständig ist und FT ∈ L1(P ∗) mit
P ∗ ∈ P∗, dann haben wir
Up(w0 − F0) = Ua(w0).
Beweis. Wegen der Linksstetigkeit von Ua in w0 gibt es zu jedem ε > 0 ein
C ∈ Ca(w) mit w < w0, so daß
E[U(C)] + ε ≥ Ua(w0).
Wegen 3. aus Satz 6.5 in Verbindung mit Proposition 7.3 gibt es eine für den Konsum
C zulässige Strategie π mit
Rπ0 + C0 ≤ w0 und
RπT ≥ 0.
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Wenn zusätzlich FT ∈ L1(P ∗), so erhalten wir aus Korollar 6.19 in Verbindung mit
Proposition 7.3 eine für den Konsum C zulässige Strategie π mit
Rπ0 + C0 ≤ w0 − F0 und
V πT ≥ 0.
Es folgt
U r(w0) ≥ Ua(w0)
bzw.
Up(w0 − F0) ≥ Ua(w0).
Angenommen, wir hätten ein C ∈ Cr(w0) bzw. C ∈ Cp(w0 − F0) und eine nach
(7.13) bzw. (7.14) zugehörige Strategie π mit
E[U(C)] > Ua(w0).
Sei ξ die unter der Zusatzannahme der Vollständigkeit des assoziierten Finanzmark-
tes exisitierende, im assoziierten Finanzmarkt zulässige Strategie mit




Wegen (7.16) bzw. (7.17) sehen wir, daß die im assoziierten Finanzmarkt zulässige
Strategie Ξπ bzw. Ξπ + ξ mit Anfangskapital w0 und Konsum C ein nicht negatives
Endvermögen produziert. Dies liefert
U r(w0) ≤ Ua(w0)
bzw.
Up(w0 − F0) ≤ Ua(w0).
Bemerkung 7.10 Die Bemerkungen 6.6 und 6.22 zeigen, daß wir die im Beweis
konstruierten ε-optimalen Strategien π im illiquiden Finanzmarkt so wählen können,
daß π10 = α für ein beliebiges vorgegebenes α ∈ R gilt.
Die indirekte Nutzenfunktion Ua ist insbesondere dann stetig auf (0,∞), wenn
U konkav in C ist, wie dies in den Beispielen (7.7), (7.9) und (7.10) der Fall ist. Die
Konkavität von U impliziert nämlich die Konkavität von Ua.
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Bemerkung 7.11 Sei ein Nutzenmaximierungsproblem wie in (7.12) gegeben. Wenn




und eine nach (7.11) zugehörige Folge ((ξ0n, ξ1n))n∈N gibt, so daß jedes (ξ
0n, ξ1n)
RCLL ist und (5.6) erfüllt, dann können wir auf (5.7) verzichten und erhalten immer
noch (7.18). Dafür muß man im Beweis 2. aus Satz 6.5 anstelle von 3. aus Satz
6.5 verwendet werden. Natürlich können wir den Satz auch auf den Fall T = ∞
erweitern.









E[U(n)] für jedes w0 ∈ R. (7.20)
Nach Korollar 6.19 gibt es dann nämlich zu jedem n eine Superreplikationsstrategie
des Derivats H = nBT bezüglich des Buchwertes mit einem realisierbaren Portfolio-
wert im Zeitpunkt 0 von w0. Wegen Proposition 7.3 kann diese in eine den Konsum
C ≡ n Þnanzierende Strategie π mit
Rπ0 + C0 ≤ w0 und
V πT ≥ 0.
umgewandelt werden. Aus (7.19) folgt dann (7.20).
Beispiel 7.13 Wir betrachten den Spezialfall u(x) = ln x von (7.7) und nehmen an,
daß der abdiskontierte Aktienpreisprozeß eS im assoziierten Finanzmarkt durch eine
geometrische Brownsche Bewegung wie in (6.11) gegeben ist, wobei wir m > 0 vor-
aussetzen. Außerdem sei die Filtrierung die Augmentierung der natürlichen Filtrie-
rung der in eS auftretenden Brownschen Bewegung und der assoziierte Finanzmarkt
somit vollständig. Wir können den optimalen Konsumplan Cw0 und die optimale
Strategie ξw0 im assoziierten Finanzmarkt mit einem Anfangskapital w0 > 0 z.B.
mit Hilfe eines Martingalansatzes bestimmen. Wir erhalten
Cw0t = 0 für t < T,


































Wegen Satz 7.9 gilt in dem Finanzmarkt aus (6.14), daß U r(w0) = Ua(w0). Unter
Beachtung der Positivität und Stetigkeit von ξw0 folgt mit Hilfe von Bemerkung 7.11,
daß dies auch in dem Finanzmarkt aus Beispiel 5.12 der Fall ist. Indem wir ein
w < w0 wählen, so daß Ua(w) + ε > Ua(w0) und dann eine zulässige Strategie π
mit Anfangskapital w0 und Konsum Cw0 mit RπT ≥ 0 konstruieren, erhalten wir eine
ε-optimale Strategie in den illiquiden Finanzmärkten. Wegen Bemerkung 7.12 gilt
im Finanzmarkt aus (6.14) Up(w0) =∞ für beliebige w0 ∈ R.
Beispiel 7.14 Sei nun der (5.7) erfüllende illiquide Finanzmarkt aus (6.13) gege-
ben, wobei wir annehmen, daß der Prozeß r der kurzfristigen Zinsraten determini-
stisch ist. Wir betrachten das durch
eH(p) 4= (BTψ(T,ZT , p)− c)+
mit c > 0 deÞnierte Derivat eH mit Barausgleich. Lemma 3.18 in Föllmer und











weswegen nach Satz 7.9 für beliebige w0 > 0
U r(w0) = U
a(w0) (7.21)
gilt. Unter eCr(w0) verstehen wir die Menge aller Paare (π, C), wobei C ∈ Cr(w0)














≤ U r(w0). (7.22)
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Sei nun 0 < ε < w0 beliebig vorgegeben. Nach Proposition 7.34 in Bertsekas und
Shreve [6] gibt es ein β ∈ L0(FT−), so daß
eH(β) ≤ H + ε
2
.
Mit Hilfe von Proposition 7.3, Satz 2.5 und dem Beweis von Satz 6.5 sehen wir, daß
es zu jedem C ∈ Cr(w0− ε) ein π mit π1T = β gibt, so daß (π, C) ∈ eCr(w0− ε2). Also
ist (π, eC) ∈ eCr(w0), wobei
eC∗t 4= C∗t + ε2 (0 ≤ t ≤ T ).
Deswegen gilt














Beispiel 7.15 Sei (B,Ψ) ein illiquider Finanzmarkt, (5.7) erfüllt und P 0 ∈ P0.
Wir betrachten das Optimierungsproblem des Insiders mit Insiderinformation ν über



















π zulässig|π00 = π10 = 0
ª
,









ψ(T, ZT , x)dx
¶¸
<∞.
Das Nutzenmaximierungsproblem kann nicht auf einfache Weise mit einer Nutzen-
funktion der Form (7.4) geschrieben werden, auch dann nicht, wenn wir in (7.4)
eine zusätzliche Aktienbestandsabhängigkeit erlauben. Wir können trotzdem unsere
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bisherigen Ergebnisse benutzen, um Aussagen über (7.23) zu treffen. Wegen Satz













































ψ(T, ZT , x)dx
¶¸
. (7.25)






















Da es nach dem Beweis von Satz 6.5 für jedes β ∈ L0(FT−) und jedes ε > 0 eine
Superreplikationsstrategie π ∈ A0 bezüglich des realisierbaren Portfoliowertes von






















ψ(T, ZT , x)dx
¶¸
.
Es gilt genau dann Gleichheit in (7.24) und (7.25), wenn π stetig und von beschränk-








































All dies ist konsistent mit den Ergebnissen von Back.
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